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Door bijzondere omstandigheden kon de eerste Aflevering 
niet op tyd verschijnen. Het is te verwachten, dat een der- 
gelijke vertraging in het vervolg miet meer zal voorkomen, 
doordien met den witgever op andere wijze omtrent de witgave 
is overlegd. Hoewel de redactie met genoegen kan vermelden, 
dat een belangrijke hoeveelheid copie voorhanden is, houdt zij 
zich toch aanbevolen voor toezending van artikelen. 

Henige abonnés hebben wel eens den wensch te kennen gege- 
ven, dat de vraagstukken met oplossingen zouden worden 
achterwege gelaten; daarentegen zijn er vele anderen, die jwist 
bijzonder prijs stellen op. die oplossingen. 

__De redactie meent, dat voor studeerenden de vraagstukken 
en de evamenopgaven van zeer veel nut zijn; zij zal trachten 
den achterstand in deze geleidelijk op te heffen. 

In dezen jaargang zal getracht worden de groote verhan- 
delingen, die reeds gedeeltelijk verschenen zijn, tot een eind 
te brengen, en hoopt de redactie ook plaats te vinden voor de 
enkele artikelen, die bwiten haar wil, langer zijn blijven 
rusten, dan oorspronkelijk verwacht werd. Voor opmerkingen, 
die de inrichting van het tijdschrift betreffen, houdt zij zich 
steeds aanbevolen. 
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Over den oorsprong van ons maalteeken (X) 


DOOR 


N. L. W. A. GRAVELAAR. (Deventer). 


Si quid novisti rectius istis, 
Candidus imperti; si non, his utere mecum. 
HoRATIUS. 


In een „Plauderei” over Talismane, Amulette, Fetische 
verklaart RupoLr KreinPAuL de „Verehrung, die man... 
allgemein dem vierblättrigen Kleeblatt entgegenbringt”, 
uit den kruisvorm van dit blad. „Das Kreuz”, zegt hij. 
„ist nicht nur im Christentum ein Symbol des Lebens, 
sondern auch ein volkstümliches Zeichen für den Hammer 
Thors, und, da dieser das Land befruchtete, ein Symbol 
der Fruchtbarkeit und des Wachstums. Daher ist ein 
liegendes Kreuz das Zeichen der Multiplikation geworden: 
8 X 8 = 64. Und ein natürliches Multiplikationszeichen 
glaubt derjenige zu gewinnen, der ein vierblättriges Klee- 
blatt findet. Er hebt es sorgfältig auf und steckt es zu 
seinen Goldfüchsen in die Tasche: Crescite et multipli- 
camini!”’ &) 

Ons maalteeken zou dus als zinnebeeld van vruchtbaar- 
heid “en groei door onze Oostelijke buren Thor's hamer zijn 
nagebootst. j 

se non ò vero, è ben trovato. 

Inderdaad dateert dit teeken van 16381 en is af komstig 
van den Engelschen dorpspredikant WILLIAM OUGHTRED 
(1574 — 1660), die zich, evenals zijn ambt- en tijdgenooten 
TorPorvLEY in Engeland, VAN LANSBERGE in de Nederlanden 
en Pririscus in Duitschland, als wiskunstenaar naam wist 
te maken. 

In zijn Clavis mathematica, Oxford 1681, die meermalen 
herdrukt werd, vindt men o.a. de verkorte vermenig- 
vuldiging en deeling als „contractio multiplicationis” („regel 
van OuGHrTRED”) en „contractio divisionis” afzonderlijk be- 


1) Die Woche, 7. Jahrgang, Berlijn 1905, p. 2122. 
Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. i 
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handeld; een verkorte vermenigvuldiging verklaart evenwel 
reeds NAPIER als „compendium regulae trium” in zijn 
Rabdologia, Edinburgh 1617, bij de berekening van den 
omtrek van een cirkel met een middellijn van 685, als 
die van een cirkel met een middellijn van 10000 ge 81416 
wordt gesteld. 

En in zijn Prigonometria, Londen 1657, waarvan, even- 
eens in 1657, een Engelsche bewerking het licht zag, 
vindt men o.a. de twee van NAPIER zelf af komstige ana- 
logieën (= ER 


sd (A B 

tng 4 (a + b) = dc, 
sin d (A — B 

moie td tng 4 C, 


synthetisch bewezen, en dit vermoedelijk oudste bewijs 
wordt door OverrRrED opgegeven als reeds van 1632 te 
dagteekenen: in Napier’s Mirifici logarithmorum canonis 
constructio, Edinburgh 1619, twee jaren na diens dood door 
zijn zoon RoBEeRT onder medewerking van Briggs uitge- 
geven, vindt men deze analogieën en die voor tng 4 (A + B), 
door Briecs er aan toegevoegd, zonder eenig bewijs mede- 
gedeeld. 

Van OverrreED's menigvuldige „notae seu symbola’”’ heb- 
ben zich alleen de teekens X en !: (in evenredigheden) 
weten te handhaven. 

Wat dit maalteeken aangaat, bepaalt hij zich tot de 
opmerking, dat in de algemeene rekenkunde („arithmetica, 
speciosa’; cijferkunst == „arithmetica numerosa’”’) de fac- 
toren van een product door „in” (Latijn) of „X” verbonden 
worden, of, als men ze met één letter aanduidt, meestal 
zonder teeken naast elkander worden geschreven, bv.: 
A in A=AXA=AA == Ag (d.i, A quadratum, 42 5. 

OverrRED zelf laat zich over den oorsprong van zijn 
maalteeken niet uit; Le Paree?) vermoedt, dat de schrijf- 
wijze van de complementaire vermenigvuldiging diens keus 


1) „Multiplicatio speciosa utramque magnitudinem propositam cum 
notâ in vel X: vel plerumgque absque notâ, si magnitudines denoten- 
tur unicâ literâ.” 

Clavis mathematica, p. 10 v/d Zen druk, Oxford 1652. 

2) CANTOR, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, IT, Leipzig 
1892, Vorwort p. IX—X. 
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op een.schuin kruis zal hebben doen vallen; Troprxe !) 
acht het waarschijnlijker, „dass das neue Zeichen, vielleicht 
in Anlehnung an das Pluszeichen, von OvarrreED ohne 
weitere Begründung neu eingeführt ist”; in een verhande- 
ling over JonN Napier’s werken?) heb ik met een enkel 
woord Lr ParGe's onderstelling aannemelijker trachten te 
maken, door niet uitsluitend te letten op de betrekkelijk 
vrij zeldzame complementaire vermenigvuldiging, maar op 
het veelvuldig voorkomen van kruisen bij de meeste oudere 
wiskunstenaars, om, bij de uitvoering van allerlei bewer- 
kingen, de factoren aan te duiden, die vermenigvuldigd 
moeten worden, —-zoo veelvuldig, dat verscheiden werken 
uit de zestiende en zeventiende eeuw letterlijk van kruisen 
wemelen, en men deze in sommige uitgaven gemakshalve 
zooveel mogelijk door het letterteeken X is gaan vervangen. 

Ik stel mij voor, thans wat uitvoeriger op dit onder- 
werp terug te komen. 

Mijn aanhalingen ontleen ik meerendeels aan de meest 
verspreide wiskundige werken van vóór 1631, voor zoover 
ze te mijner beschikking waren (van FiNeus®), Frrsius, 
STIFEL, CARDANO, TARTAGLIA, RAMUS, CLAVIUS, STEVIN), 
waarbij ik evenwel niet altijd in de gelegenheid ben ge- 
weest de oorspronkelijke uitgaven te raadplegen, maar mij 
met herdrukken heb moeten” vergenoegen; sommige ge- 
schriften, die ik citeer (van CHUQUET, PETRI, COUTEREELS, 
Prriscus, VaN KEULEN, GIRARD, HERIGONE, BARTJENS), 
hebben op OvarrreED's keus weliswaar bezwaarlijk invloed 
kunnen uitoefenen, maar mogen doen zien, hoe algemeen 
het gebruik van kruisen eertijds was; van Engelsche voor- 
loopers van OvarrreD heb ik geen werken onder de oogen 
gehad, noch van TonsraLL noch van RECORDE. 


* ik 
Ed 


Om allereerst te doen zien, hoe eertijds de uitvoering 
van een bewerking te staan kwam, kies ik als voorbeeld 
de vermenigvuldiging van 44 met 54, die men in FiNeus’ 
Protomathesis, Parijs 1532, fol. 24°, aldus vindt uitgevoerd: 


d TroPrKe, Geschichte der Elementar-Mathematik, 1, Leipzig 1902, 
p. 185-136. 
2) GRAVELAAR, John Napier's werken, Amsterdam 1899 (Verh. der 
Koninkl. Akademie van Wetensch. le sectie VI No. 6), p. 124—127. 
3) Niet: FINAEUS. ORONCE Fine, niet: Finú, geb. 1494 te Briancon 
(Dauphiné), overl. 1555 te Parijs, verlatiniseert zelf zijn naam in: 
OroNTIUs FiNeus (Delphinatis). 
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Door strepen wordt zooveel mogelijk aangeduid, hoe 
men te werk moet gaan en wat bijeenbehoort: 

Onder het vermenigvuldigtal 4# staat de vermenigvul- 
diger 54; afzonderlijk zijn vermenigvuldigd de geheelen en 
de breuken onderling, t.w. 4 met 5 en # met #, alsmede, 
kruiselings, de geheelen en de breuken, t.w. # met 5 en £ 
met 4; de uitkomsten, t.w. 20, 44, Le en 48, staan resp. 
links, rechts, rechts-boven en rechts-beneden; van de 
producten LP en 2 staan de geheelen, t.w. 3 en 8, links, 
in de kolom der „integra’”, de breuken, t.w. + en #, rechts; 
de optelling van # en # vindt men aan de rechterhand 
afzonderlijk uitgevoerd: de algemeene noemer 24 staat 
onder de breuken, de tellers, t.w. 12 en 8, ontstaan door 
kruiselings te vermenigvuldigen 4 met 3 en 1 met 8, en 
hun som 20 staan er boven; van de som van 44 en #4, 
tw. 1, staat de 1 in de kolom der „integra’, en de 
breuk -2 naast de som 27 van alle geheelen: de einduit- 
komst is dus 272. 


Uit dit voorbeeld blijkt genoegzaam de bedoeling van de 
strepen: „elles servent [bijna zonder uitzondering| à monstrer 
quels nombres il faut multiplier ensemble” t). 


Bij de optelling en aftrekking van breuken 
vormen de strepen een kruis, „laquelle denote qu’il faudra, 
multiplier par croix” ®), bij de vermenigvuldiging en deeling 
loopen zij, voor zooverre men zich er van bedient, even- 
wijdig; bij de deeling van breuken ontstaat echter 
weer een kruis: 1) als men den deeler niet omkeert; 2) als 
men deeler en deeltal gelijknamig maakt. 


1) GIRARD, Invention nouvelle en Valgebre, Amsterdam 1629, fol. A4», 
2) STEviN, L'arithmetiqgue, Leiden 1585, p. 92. „Ik” cursiveer in de 
citaten. 
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Voorbeelden van bewerkingen met breuken, ont- 
leend aan: 


a) SrireL, Arithmetica integra, Neurenberg 1544 (& 

dt, BXA, HD: 
arn 

2 Xd facit & & jr 

Vnde 4 & à. faciunt 44. id est 1-5. 

naats, autem # à 4 relinquunt +.” fol. 5?. 

„Vt sin in 5 Facit «. seu 4, ut infra dicam.”’ fol. 67. 

„Vt uolo diuidere RJ per #. Sic stabit exemplum ad 
regulam. & 2. facit 4 quotientem.” fol. 67. 


b) TARTAGLIA, B trattato di nwmeri el misure, 1, 
Venetië 1556 (& Ee 1&—3t, 4 X 114, $:#): 
„a summar-#X4 8 
fanno 14 che saria 15” fol. 111° 
„a cauar 34 de 7# 


16 xXx 28 115 
48 


restara ${ che saria 4-5” fol. 114. 

„a multiplicare 84 fia 11% 

redutti Sal fa 417, che sono 48-1;” fol. 115°, 
„a partir per 2X 3 23 | 2d, & tanto ne vien” fol. 1177. 


C) STEVIN, tap. 
05 8-2 ve 1/6 
(55 +4 BVBA Vee 
af 52 EHV VAVO. 
228 3 VBEV4 VLA ): 
nvt 672. 181. 


Pen 56) Te VEN WET Vb Ve0 ee 

| 10® + 8D, BVL 54, 

De ONS V6V12 8 +4. 
zu LEVE y EVA BFV 170 
BD 60 TELA VEE Ee 


d) VAN CrureN, De arithmetische en geometrische fun- 
damenten, Leiden 1615 (20:5): 


tn EN rn Ee NEN 


„Divideert 20 door & comt 262 zo Ode 
1/\4 80 } 268 
Hier sijn de 20 geheele onder 80 83 88 
den noemer van 4 gebracht &e” __ 4 p.48: 


€) HERIGONE, Cursus mathematicus, II, Parijs 1634 
EXE: 
8 4 *6 == 


healt eh 1261 d 
NE Ko TBO u 15 fn 9d. p. | 1D. 


Dit is de oplossing volgens den regel van drieën (met 
breuken) van het vraagstuk: & el kost 4 livre, hoeveel 
kost 4 el? („Quanti constant 4 vnius vlnae, si 4 vnius 
librae turonicae emptae sint @# vnius vlnae.”t)): mijn in- 
kleeding van het vraagstuk bepaalt de orde, waarin de 
gegevens bij de toepassing van den regel van drieën werden 
opgeschreven. 


Zooals men ziet, ontbreken bij Srevin de strepen bij de 
vermenigvuldiging en gebruiken bij de deeling TARTAGLIA, 
STEVIN, VAN KEULEN en HERIGONE „la croix de bourgoigne”’ 2), 
maar keert SrireL den deeler om en „fait des paralleles” 2). 


Gelijk te verwachten was, doen bij de optelling en 
aftrekking van verhoudingen dezelfde schrijfwijzen 
dienst als bij de vermenigvuldiging en deeling van breuken, 
waarop die bewerkingen neerkomen ?). 


1) 1 ulna = 1,182 M; 1 libra turonica (lt), omstreeks f 1,35 — 20 
solidi (f/) à 12 denarii (d). 

HERIGONE, die zich o.a. van de teekens 1, zz, 2|2, 3| 2 en 2|3 
bedient, om „of”, „staat tot”, ==, >> en << aan te duiden, schrijft: 

„2n62|2 10 830’, lees: 2 staat tot 6 als 10 staat tot 30; 

„2—6—10—R (equisitum) 30,” lees: als 2 geeft 6, dan geeft 10 30. 

2) GIRARD, ta.p., fol A 4. GIRARD was vermoedelijk uit Lotharingen 
geboortig; het naburige Bourgondië voert het St-Andrieskruis in den 
vorm van een X in zijn wapen. 

8) „Il y a controuerse entre les Autheurs Mathematiciens (& principa- 
lement entre les Commentateurs de la cincquiesme definition du 5 
liure d’Euclide) touchant les computations des Raisons: Car ce que les 
aucuns appellent Addition & Soubstraction des Raisons, les autres 
veullent que ce soit Multiplication, & Diuision, les autres disent que 
c'est matiere obscure & confuse.” 

STEVIN, La Pratique d'Arithmetique, Leiden 1585, p. 14. 
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Bij Fineus, t.a.p., bv. komen de optelling en aftrekking 
van de verhoudingen van O tot P en van Q tot R met de 
uitkomst, de verhouding van S tot T, aldus te staan 5): 


Superbipartiens tertias. HA de 
Supertripartiens quartas. A gee ln’ 
en ii son OER AN 
Dupla superundecupartiens 
duodecimas. wien 


Supertripartiens quartas. Ontv P 


À Superbipartiens tertias. ARIA a Be Bek A9r, 
Sesquiuigesima ete 
Maar — en dit verdient al dadelijk opmerking — het 


blijft niet bij de kruis-„teekens”, om aan te duiden, dat 
er kruiselings vermenigvuldigd moet worden, in de regels 
van bewerking vinden we dit buitendien meestal uit- 
drukkelijk vermeld. 

Zoo luidt de regel voor de „subtractio fractorum nume- 
rorum”’ in CLAvIUus, Epitome arithmeticae practicae, Rome 
1583 (Opera mathematica, Mainz 1611, II 2e st., p. 29): 

„Itague vt fiat subtractio vnius minutiae ab alia, cum 
denominatores sint diuersi, multiplicandi sunt numeratores 
in crucem per denominatores, & vanum productum ab altero 
subducendum,- residuogue supponendus numerus ex multi- 
plicatione denominatorum inter se productus.” 

en voor de „substractio in’t gebroken”, dus dezelfde, in 
BARTJENS, Vermieude cijfferinge, 1, Zwolle 1686, p. 65 (de 
le druk dateert van 1683): 

„Maer so de noemeren onghelijck zijn, so salmen de 
getalen int cruys maultipliceren, en de producten van den 
anderen trecken, ’t overschot sal den gemeynen teller sijn: 
multipliceert de noemers te samen, ’t product van dien sal 
den gemeynen noemer zijn.” 


ko ka 
ER 


5) De uitdrukkingen links (superbipartiens tertias, enz.) omschrijven 
de verhoudingen en laten zich vertalen door 1$-maal, 1$-maal, 2}4-maal 
en 14j-maal. 
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Behalve. bij de uitvoering van bewerkingen met breuken 
en verhoudingen ontmoeten we doorgaans kruisen bij de 
oplossing van vraagstukken volgens de regula falsi 
(regula positionum, regula falsarum positionum, regula 
elchatayn &) ), die, zooals Apianus (1527) zich uitdrukt, 
„nit darum falsi heisst dass sie falsch vnd vnrecht wehr, 
sunder, dass sie auss zweyen falschen vnd vnwahrhaftigen 
zalen, vnd zweyen lügen die wahrhaftige und begehrte zal 
finden lernt”. 2) 

Inderdaad leert de regula falsi de „wahrhaftige zal” vin- 
den bij vraagstukken, die aanleiding geven tot vergelijkin- 
gen van den len graad. 


Was de vergelijking van den vorm F (x) —= f(x) en 
F (©) —f(x) = ax-b, dan moest men & zóó bepalen, 
dat ax 4-b —= 0 werd, maar zonder vooraf a en b te- 
berekenen. 


Men nam ‘voor x willekeurig p, en #9; vond men 
F (py) == f (pj), maar —= f (py) + d,, dus ap, + b= dj, 
en F (po) == f (po), maar = f (#2) + do, dus aps Hb =d, 
dan is, omdat ax J-b==0 moet wezen, a (pj — %) = dy 
en a (Pp— 4) = da, dus (py — #):(W2— 4) = dy : do en 
x= (Poly — Pi do): (dy — do), een uitkomst, die men 
naar onderstaand schema berekende: 


p/d = Pa 
Pel \da —= Pp do 
—__—___—_— afgetr. —________ afgetr. 
dj — de Pz di — Pi do 
‚PA — DP de 
uitkomst: Ren Ei 


Men noemde de gestelde waarden p, en ps positiones, 
hypotheses, de fouten d, en ds differentiae, falsitates, 
errores, en onderscheidde drie gevallen, al naarmate de 
fouten beide positief, beide negatief of van verschillend 
voorteeken waren. 

In het algemeen moest men, om de onbekende te be- 
palen, tweemaal stellen; was evenwel F(x) == ax en 


1) Aldus bij Italiaansche wiskunstenaars in navolging van LEONARDO 
VAN PrsA (+ 1200), die uit Arabische bronnen heeft geput (Arab. 
hissab al-khata'ayn — rekenwijze van de twee fouten). 

2) UNGER, Die Methodik der praktischen Arithmetik, Leipzig 
1888, p. 101. 
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f(x) == b, dan kon men, zonder vooraf a te berekenen, 
volstaan met éénmaal stellen: nam men x — p en was 
F(p) == b, maar — d, dus ap — d, dan is immers, om- 
dats =="b moet-wezen, p:x.=—= d:b. 

Vandaar, dat men bij de regula falsi onderscheidde een 
„regula falsi simplicis positionis”, waarbij éénmaal, en een 
„regula falsi duplieis positionis”, waarbij tweemaal te stel- 
len viel. t) 

De „konstighe ende wel-hervaren Mathematicus, Meester 
NioLArs Prererz. van Deventer, woonende tot Aemstelre- 
dam” 2) (Nrooraus Perrr Daventriensis) beschrijft in zijn 
Practique, om te leeren Rekenen, Cypheren ende Boeckhouden, 
met die Regel Coss, ende Geometrie, seer profijtelijcken voor 
allen Coopluyden, Haarlem 1596, fol. 119" (de 1e druk 
dateert van 1583), de regula falsi duplicis positionis aldus: 

„e*:, neemt een getal naer u playsier, ende procedeert 
daer mede ghelijcken ofte het de rechte getal ware, ende 
so dan uyt sulcken operatie comt meerder dan het behoort, 
so teekent het met dit teecken —+ welcke beteeckent plus, 
“ende so daer minder comt dan het behoort, so teeckent 
het met dit teecken —, welcke beteeckent minus, ende 


1) „Magna dignitas est regulae falsi, si causam consideres, sin effecta 
latissime patet usus”, oordeelt RaAmus (Arithmeticae Libri duo, Bazel 
1567, p. 128 v/d ed. SCHONER, Frankfort 1599). 

Ruim een kwart eeuw te voren evenwel achtte CARDANO het reeds 
niet meer noodig uitvoerig stil te staan bij de „prima & secunda 
regula Kataim”, „quia omne quod potest solui per has positiones longò 
melius ac facilius soluitur per algebra” (Practica arithmeticae generalis, 
Milaan 1589, p. 71 v/d Opera omnia, IV, Lyon 1668). 

Van dezelfde meening is SrireL: „Man erhebe die Falsi so hoch 
man wolle..., so bleibt sie doch gegen die Coss (—= algebra) wie ein 
Punkt gegen einen Zirkel” (Deutsche Arithmetica, Neurenberg. 1545; 
val.: UNGER, t.a.p., p. 108—104). 

GEMMA Frisius (1540), SrirreL (1544) e.a. hebben de regula falsi 
duplieis positionis bij de oplossing van vergelijkingen van hoogeren 
dan den len graad toegepast, CARDANO (1545), Bürer (1592/98), 
Prriscus (1612) e.a. hebben er zich van bediend bij de benadering 
van de wortels van hoogere-machtsvergeliĳjkingen, SrrviN (1583) 
bracht de regula falsi simplicis positionis van het terrein der reken- 
kunde op dat der meetkunde over als „regula falsi continuae quanti- 
tatis” (constructie-methode der gelijkvormige figuren). 

(Zie mijn opstellen over Prrisous’ Trigonometria en STEVIN's 
Problemata geometrica in: Nieuw Archief voor Wiskunde, 2e reeks, 
3e deel, Amsterdam 1898, p. 265, en 5e deel, Amsterdam 1901, 
p. 149—150.) 

2) VAN CEULEN, Vanden circkel, Delft 1596, Aende Konstlievende 
Lesers p. 2, 


to 


als ghij dan vindet twee —- +, ofte twee —, —, SO treckt 
het eene getal van den anderen: Maer so daer comt een —+- 
ende een —, so moet ghyse te samen adderen, ende 
t product sal zijn den divisor, daer na so multipliceert die 
geposeerde getalen met de logens cruyswijse, ende als daer 
zijn twee + + ofte twee —, —, soo treckt het eene getal 
van den anderen, ende so daer is + ende —, so moet 
ghyse adderen, ende divideren het product deur den divisor, 
het quotient sal zijn de waerachtige ghetal”; 

en in diens Prigonometria, Frankfort 1612, p. 177—178, 
luidt Prriscus’ „Praeceptum regulae falsi’’ (dat in de uit- 
gaven van 1600 en 1608 niet voorkomt) aldus: 

„Loco numeri quaesiti pone numerum pro libitu magnum 
aut parvum; & per eum operare secundum praescriptum 
quaestionis propositae. Tum, si exit quod exire debebat; 
habes numerum quaesitum: sin autem; differentiam inter 
id quod exit, & quod exire debebat, sive falsitatem, nota 
per Plus vel Minus; & per aliam positionem, sive majorem 
sive minorem, eandem operationem repete. Deinde multi- 
plica per ecrucem sive alternatim, positionem primam per 
‘falsitatem secundam, & positionem secundam per falsitatem 
primam: tumque, si falsitates fuerint homogeneae, sub- 
trahe duo producta à se invicem, & duas etiam falsitates 
à se invicem: sin falsitates fuerint heterogeneae, adde tùm 
productum producto, tùm falsitatem falsitati: ac denique 
productorum vel residuum vel aggregatum divide per falsi- 
tatum vel residuum vel aggregatum, & habebis numerum 
quaesitum.” 

Wij memoreeren de uitdrukkingen „cruyswijse multi- 
pliceren” bij Perrr en „multiplicare per crucem”’ bij Prriscus, 
en gaan over tot de toepassing van den „Regel van valsche 
Positien, ofte gheveynsde ghetalen”, zooals BARTJENS hem 
betitelt, op eenige vraagstukken. 


a) GEMMA Frisrus, Arithmeticae practicae methodus facilis, 
Antwerpen 1540: 


Iemand bezit twee zilveren bekers en één deksel, dat 
16 goudguldens waard is. Met het deksel is de 1e beker 
4-maal zooveel waard als de 2e, en de 2e 3-maal zooveel 
als de 1e. Bepaal de waarde van elken beker. 

Frisius stelt de waarde van den len beker den eenen 
keer op 4 en den anderen keer op 8 goudguldens. Met het 
deksel is de le beker dan dus resp. 4 + 16 —= 20 en 
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8 + 16 —= 24 goudguldens waard, dus de 2e beker zonder 
het deksel resp. 20:4=5 en 24:4==6 goudguldens en 
met het deksel resp. 5 +16 =21l en 6 + 16 —= 22 goud- 
guldens. Maar dit is niet 3-maal de waarde van den len 
beker zonder het deksel, die resp. 3 X 4 == 12 en 3 X8== 24 
goudguldens beloopt: inderdaad zijn de uitkomsten 21 en 22 
goudguldens resp. 21 —12=9 goudguldens te groot en 
24 — 22 =2 goudguldens te klein. De „hypotheses” zijn 
dus 4 en 8, en de „differentiae” 9 en 2; aldus: 


„ Hypot: Differ : 
deed 


ed fol. XXI. 
en À 


de teekens tusschen 4 en 9 en tusschen 8 en 2 verbeelden 
een plus- en een minteeken en duiden resp. een te groot 
en een te klein aan. p 

Om de werkelijke waarde van den len beker te vinden, 
moeten de „differentiae” kruiselings met de „hypotheses” 
vermenigvuldigd worden, 2 met 4 en 9 met 8; de producten 
4X 2 en 8 X 9 moeten, evenals de „differentiae” 9 en 2, 
worden opgeteld, omdat de „differentiae” verschillende 
voorteekens vertoonen; eindelijk moet 4 X 2 8 X 9 == 80 
door 9 J2=1l worden gedeeld: het quotiënt 7 is de 
waarde van den len beker in goudguldens; die van den 
gen beker is (7-2 + 16): 4 = 5, goudgulden. 


b) SrireL, ta.p.: 

Zoek een getal, waarvan de helft, met de som van 
haar derde- en vierdedeel verminderd, 300 tot rest overlaat. 

De oplossing komt aldus te staan: 


„Minus. Minus.” fol. 967, 


24 en 48 zijn het „primum” en het „alterum numerum 
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receptum’’; 295 en 290 de „falsitates”, die blijkens het 
„minus’’ aan weerskanten, beide een te klein aanwijzen; 
de deeler is 295 — 290 = 5, het deeltal („multiplico in 
cruce’, waarschuwt SrireL) 295 X 48 — 290 X 24 == 2700, 
en het quotiënt 1440, „numerus uerus quem querebam”. 


Cc) TARTAGLIA, t.a.p.: 
Verdeel 50 in drie deelen, zóó dat het 2e drie grooter is 
dan 2-maal het 1e, en het 8e vijf grooter dan de som van 


het le en het 2e, / 
De oplossing komt aldus te staan: 
„pa positione 2% positione 
pa 10 pa 8 
A: Ee, 
OAN BD 
71 59 
fol. 266?. 
pd 12 9 
p errore dra de gli 2° errore” 


errori 


Voor het 1e van de drie deelen neemt TARTAGLIA als 
„prima positione” 10 en als „seconda positione” 8; de 
„errori” zijn resp. 71 — 50 —=21l en 59 — 50 =9 en wijzen, 
blijkens de aanteekening „piu” aan weerskanten, een te 
groot aan; de „differentia” der „positioni”’ en der „errori” 
zijn resp. 10 —8=2 en 21_—9 =12, 

TARTAGLIA past evenwel niet den gebruikelijken regel toe, 
maar de evenredigheid: (d, — de) : do = (P4 — Po) : (Pa — P), 
die uit de vergelijkingen ap +-b=0, ap, +b=d, en 
AP + b =d, (vie p. 8) kan worden afgeleid en neer- 
komt op een benadering „per partes proportionales”. Hij 
zegt: „Se 12 (differentia de gli errori) vien da 2 (differentia 
delle positioni) da èhi venira 9 (secondo errore) opera che 
venira 14”, d. w.z.: Wordt de gestelde waarde van 10 op 8 
verminderd, dus 2 kleiner, dan daalt de fout van 21 op 9 
en wordt dus 12 kleiner; met welk bedrag moet de ge- 
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stelde waarde 8 verminderd worden, om de fout van 9 op O 
te doen dalen, dus 9 kleiner te maken? Antwoord: Met 
14; het le van de gezochte deelen is dus 8 — 14 == 6}; enz. 

TARTAGLIA laat evenwel niet na, de andere 7. i. minder- 
waardige manier te vermelden, waarop de „regole della 
doppia falsa positione” door de oudere rekenmeesters 
(„nostri antichi practici’) werd toegepast; aldus: 


„per 10 piu 21 fanno 168 
Ea fol. 267». 
_ per S&piu9 fanno. 90 


Pe ondoden 1 57 


Bij deeling van de „rest” 78 door de „rest” 12 vindt 
men voor het 1e van de gezochte deelen, evenals boven, 64. 

Het kruis bij de „seconda uia” wijst weer aan, dat men 
„in ecroce”” moet „moltiplicare”’; zijn voorkomen bij de le 
handelwijze moet uit ’s menschen aangeboren „behoudzucht” 
worden verklaard. 


d) CLAVIUS, t.a.p.: 

Twee personen verdeelen 100 goudguldens, zóó dat, als 
men hun aandeelen resp. met 4 en met } van hun bedrag 
vermindert en de overschotten met 4 van de som der 
afgetrokken bedragen vermeerdert, de uitkomsten even groot 
zijn, t. w. 50 en 50 enn. Hoeveel goudguldens ont- 
ving ieder van hen? 

Cravrus verdeelt de 100 Boud elden: den eenen keer in 
bedragen van 60 en 40 en den anderen keer in bedragen 
vart 24 en 76 goudguldens, en vindt als fouten resp. 5 goud- 
guldens (te groot) en 204 goudgulden (te klein). 

De oplossing komt aldus te staan: 

„60. 24. 
40. 76. 
E N M als 
5. 204. 
254. 
Diuisor.”” 

Den gewonen regel toepassende, vindt men voor de aan- 

deelen (204 X 60 J-5 X 24) : (B + 204) = 5246 en 
(204 X 40 +5 X 76) : (5 + 204) = 47; goudgulden. 


Kn kj 
kn 
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Wij gaan over tot de complementaire vermenig- 
vuldiging, die ten doel had, de tafel van vermenig- 
vuldiging te beperken tot producten, waarvan de factoren 
vijf niet te boven gaan; factoren grooter dan vijf werden 
vervangen door hun aanvulsels tot tien, hun dekadische 
complementen, zooals men tegenwoordig zou zeggen, en de 
bewerking werd uitgevoerd volgens voorschriften, die neer- 
komen op de toepassing van de formules: 


1) aX b=10a—a (10—b), als a£5 en b>5, 
en —=10b—b (10 —a), als a°>5 en b<5 is; 
2) aXb=1l0fa—(10—b)| + (10 — 4) (10 — b) 
en =10fb— (10 —a){ + (10 — 4) (10 — 5), 
alsa >= ben de bis 
3) a X b=(10 — a) (10 — b) +10 (a Hb) — 100, 
alsa =S en'b 25 18. 


Vermoedelijk overblijfsels van Romeinsche rekenwijzen, 
zijn tot heden geen sporen van complementaire vermenig- 
vuldigingen bij de Indiërs en de Arabieren aangetroffen; 
evenmin zijn voorbeelden van vóór de twaalfde eeuw tot 
ons gekomen; meer algemeen toegepast vindt men de com- 
plementaire vermenigvuldiging slechts in de leerboeken uit 
de zestiende eeuw, in de practijk, dit is nauwelijks 
denkbaar. | 

Voor ons betoog is alleen de tweede handelwijze van 
beteekenis, die men voor de producten 8 X9 en 7 X 6 
resp. bij FiNeus, t. a. p., fol. 4v. en bij GEMMA FrrisIuS, t.a.p., 
fol. v°, aldus vindt uitgevoerd: 


„Digitus 5) multiplicandus. dl Differentia. 


Digitus muitiplicans. 8/ \2 Differentia. 
Numerus productus. Tdh 
„Digiti Distantiae 
6 4 
+ 27 


1) Men onderscheidde: numeri digiti (van één cijfer, dus geschikt 
voor „vinger”-rekening), numeri artieuli (van één cijfer, gevolgd door 
nullen) en numeri compositi, — mixti (alle overige). 
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Links staan de factoren van het product, rechts hun de- 
kadische complementen; om de uitkomst te vinden, moet 
men het product van de complementen met zooveel tien- 
tallen vermeerderen als de eene factor het complement van 
den anderen te boven gaat: om dit verschil te bepalen, 
moet men kruiselings aftrekken 8 — 1l=9—2=7; 
T_—4=6—8=3,.T) 

ADAM Riese (1492—1559), de Wr…mLLEM BARTJENS onzer 
Oostelijke buren, omschrijft den regel aldus 2): 

„Multiplicir das da felt an 10 mit einander, was wird, 
setz. Darnach nimm von einander vbereck vnd das da bleibt, 
setz dahinder.” 

NAPIER, de uitvinder van de logarithmen, die de „slug- 
gard’s rule” bij Rrcorpe (The ground of arts, Londen 1549) 
kan hebben ontmoet 3), zegt 4): 

„Oblitus multipli producti ex duabus majoribus quibus- 
cunque figuris, earum à denario defectus invicem multiplica, 
proveniet que figura dextimi locí; deinde minorem defectum 
à minore figurâ, aut majorem à majore, auferto, remanebit 
figura sinistima, complentes quaesitum.…”’ 

Merken we op, dat bij de complementaire vermenigvul- 
diging kruisteekens dienst deden bij „vermenigvuldigingen”’, 
om aan te duiden, dat er kruiselings moest worden „afge: 
trokken”; in de voorbeelden, die vooraf gingen, zagen wij 
kruisteekens gebruiken bij verschillende bewerkingen, niet 
bij „vermenigvuldigingen” evenwel, om aan te duiden, dat 
er kruiselings moest worden „vermenigvuldigd”. 

sk kid 
es :k 

Zonder in eenig verband te staan met vermenigvuldi- 
gingen heb ik kruisteekens (anders dan toevallig 5) ) slechts 
aangetroffen bij de toepassing van de negen- en zeven- 


Ï) HERIGONE, t.a.p., p. 17—18, laat het kruis weg en trekt 
tusschen elken factor en zijn complement een horizontale streep. 

2) UNGER, t. a. p., p. 76. 

3) CAJoRI, 4 history of elementary mathematics, Nieuw-York en Londen 
1896, p. 147. 

4) NAPIER, De arte logistica, Edinburgh 1889, p. 33. Dit werk bevat 
NAPIER'S onvoltooid gebleven „booke of Arithmeticke and Algebra”, 
zijn Ars logistica en zijn Algebra, die waarschijnlijk dagteekenen 
van vóór 1594, van een inleiding voorzien en uitgegeven door MARK 
NAPIER. 

5) Zoo drukt Ramus, t.a.p., p. 33 aldus uit: 
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proef!) op optellingen, aftrekkingen, vermenigvuldigingen, 
deelingen, vierkants- en kubiekworteltrekkingen , meeren- 
deels in den vorm van maal-, zeldzamer in dien van plus- 
teekens (TARTAGLIA, HERIGONE). De proefgetallen (twee bij 
de optelling en de aftrekking, vier bij de overige bewer- 
kingen) komen, als er vier zijn, in de vier hoeken van het 
kruis te staan (bij HEeERIGONE aan de punten), als er twee 
zijn, in de stompe hoeken (TARTAGLIA en HERIGONE bedienen 
zich bij de optelling en de aftrekking niet van een kruis). 


Voorbeelden van negen- en zevenproeven, ont- 
leend aan: 


a) CLAVIUS, t.a.p. (Negen- en zevenproef op de vermenig- 
vuldiging : 600394 X 4300678 — 2582101267132): 


pere9: per 4. 

600394 

(product) 4300678 

4 4803152 

| 4202758 je 
(verm.tal) De (verm.ger) 3602364 De pels 
1801182 
2401576 
ERO 2582101267132 


b) TARTAGLIA, t.a.p. (Zevenproef op de deeling: 
888880 : 9999 = 88, rest: 8963): 


(quotiënt) SE cli (rest) 


fol 
(deeler) 4 | 6” (deeltal) 


dat 72—=8X9 en 35—=5 X 7 onderling ondeelbaar zijn, omdat ieder 
van de factoren 8 en 9 onderling ondeelbaar is met ieder van de 
factoren 5 en 7. 

1) Bij sommige schrijvers uit de zestiende eeuw vindt men RUE 
dien vijf-, zes-, acht- en elfproeven toegepast. 

De Indiërs rekenden met een stift op met zand bestrooide (reien: 
op de gegevens en de uitkomst na werden de cijfers telkens uitge- 
wischt; vandaar, dat zij zich niet, als wij, van de juistheid der uit- 
komst ‘door „narekenen” konden overtuigen, en een hulpmiddel als 
de negenproef voor hen niet, als voor ons, weelde was. 
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Cc) HeRIGONE, t.a.p. (Negenproef op de deeling: 
1817 : 42 == 48, rest: 11): 
(quotiënt X deeler + rest) 
8 


(deeler) „6——7” (quotiënt) p. 26. 


8 
(deeltal) 


* : 
kn 


Zien we evenwel af van de complementaire vermenig- 
vuldiging en de negen- en zevenproef, dan wijzen kruisen 
in den vorm van ons maalteeken, op eenige zeldzame uit- 
zonderingen na, steeds aan, dat er kruiselings vermenig- 
vuldigd moet worden, niet alleen bij de breuken, de ver- 
houdingen medegerekend, en de regula falsi, maar eveneens 
overal elders, bij de interpolatie van middeleven- 
redigen en de kruisvermenigvuldiging, bij de 
menging-, munt-, ruiling- en wisselrekening, 
enz., waarvan we den lezer opnieuw met voorbeelden 
wenschen te overtuigen. 


a) CruQuer, Le triparty en la science des nombres, Lyon 
1484 (HS): 


Interpolatie van middelevenredigen: 


Tusschen twee 3e-machten twee meetkundig middeleven- 
redigen te interpoleeren: 


„Aussi entre deux cubicz prochains ou non prochains 

Il y a deux moyens proporcionalz cest assauoir 

8 27 le maieur moyen et le mineur moyen. le maieur 

9 3 moyen vient de la multiplicacion de la racine 

nt du moindre cubic par le quarre du maieur. 

4 9 Le moindre moyen vient de la multiplicacion 

12. 18. de la racine du maieur cubic par le quarre du 

moindre ainsi comme Il appert en marge de 

8. et de .27. dont le mineur proporcional est .12. et le 
maieur est 18,” fol. 54?. 


b) TARTAGLIA, t.a.p.: 


Kruisvermenigvuldiging (multiplicatio per crosetta) : 
825 X 456 — 148200; aldus: 
Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 2 


fol. 25% 


1 A58 ZO 


De totale aantallen ééntallen (BX 6), tientallen (5 X 5 
+ 2 X 6), honderdtallen (5 X 4 + 2 X 5 +3 X 6), enz. 
worden na elkander bepaald, enz.; de handelwijze „nimpt 
viel kopffs”’, meent Riesz !). 

Ruilingrekening: A B ruilen. A stelt zijn gem- 
ber van 20 op 32 ducaten (OP noteert T.) de 100 @ en B zijn 
katoen van 7 op 10 ducaten de 100 el. Wie van hen 
moet een deel in geld ontvangen, om de ruiling gelijk te 
maken, en welk deel? Antw.: B4, t.w. 2 ducaten op de 10. 


„zenzeri ducati Ome 
cottoni ducati 7*-10—_——200 fol. 214?. 


resto ee LN óf in contadi douera 


differentia 12 | hauer per ogni cen- 
tenaro di cottoni.” 


c) CourereEELS, Arithmetica, Middelburg 1668 (de oor- 
spronkelijke uitgaaf verscheen in 1599 in het Fransch): 


„Reghel van’t Broot-backen: Als een sack Terwe 
gelt 28} 82), soo weeght een Witte-broot van 2%, 14 
loot; en soo wanneer de Terwe gelt 33} 1 @&, soo weeght 
het Broot 114 loot; Vraghe hoe veel den Backer toegeleyt 
is voor sijn winninge en oncosten? Antwoort 14 (}. 


loot 14 EE) 870 


loot 114/\232 3311 
be 5 3 5 …_p. 168. 
Okee LSO 196 $ 14 G. 
14 196 14 


d) Stevin, L'arithmetigue, Leiden 1585: 


Gelijknamigmaking van wortels: „O5 & 36”, 
d.w.z. 5 en P/6, gelijknamig te maken; aldus: 


1) UNGER, tap, p. 76. 
2) 1 L vlaems doet 20 schellingen (8) à 12 grooten (&). 
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OK O 
AOR OR p. 135. 


(Het kruis wijst aan, dat 5 tot de 3e-macht en 6 tot de 
2e-macht moet worden verheven !) 


Vergelijking van verhoudingen: 


Te onderzoeken, welke van de verhoudingen „2 a 7” 
en „w/5 a 3’ de grootste waarde bezit; aldus: 


„w86. 35 
EN p. 139. 
VTA ER 


e) RAMus, t.a. p.: 


Prosthaphaeresis: Men kan het product van twee 
factoren bepalen, door een der factoren in de som van twee 
termen te splitsen, afzonderlijk den anderen factor plus 
den len dier termen met den 2en en den anderen factor 
min den 2en dier termen met den len te vermenigvuldigen 
en de producten op te tellen }); bv: 


DX4=(2H3I)X4=BXK(tH2) H2X(4—3) 
ENE SAB NATL ee 182 2 90. 


1) „Si numerus duarum alterius partium auctus altera minutus religua, 
multiplicet easdem alterné: ambo facti aequabunt factum a dato per 
totum & contra.” p. 14. 

Gedurende de eeuw, die aan de uitvinding van de logarithmen 
voorafging (NaPieR’s Mirificù logarithmorum canonis descriptio ver- 
scheen in 1614 te Edinburgh), bediende men zich in de trigonometrie, 
om producten in sommen en verschillen om te zetten, van regels, 
die wij uitdrukken door de formules: 


sin a X sin b=t {cos (a — b) — COS (a + 5) ) 


cos ad X cos b=4 {cos (a —b) + cos (a + b)$ ; 


een methode, die bekend stond onder den naam van „prosthaphaeresis” 
(Gr. moósdeors — bijvoeging, dpsigsous — wegneming). 

Na Narrer maakte de prosthaphaeretische methode plaats voor de 
omgekeerde handelwijze: de omzetting van sommen en verschillen 
in producten en quotiënten. 

RAMus brengt hier den naam van de trigonometrie naar de reken- 
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Bij Ramus komt de bewerking aldus te staan: 


„Totus Prosthaph. Partes Facti per alternas partes.” 
5 672 18. 
OE a 
20 Nig 2. p. 15, 
20 


Kleinste gemeene veelvoud: Men kan het KGV 
van twee getallen bepalen, door een van de getallen te 
vermenigvuldigen met het quotiënt, dat men vindt, als 
men het andere getal deelt door den GGD van de twee 
getallen; van 12 en 8 bv. aldus: 


„24 


Hs p. 36. 
4) 3/\or 


Samengesteld-evenredige afhankelijkheid 
van grootheden: Twee maaiers (messores) maaien in 
vier dagen zes morgen (jugera) land af; in hoeveel dagen 
maaien acht mauiers twaalf morgen af? Antw.: 2, 

De bewerking komt aldus te staan: 


4 
MA Lt B 


[s65 8. Re p. 88. 
9. 6. 
4, kg 


f) CARDANO, Árs magna, Neurenberg 1545: 


Oplossing van een vergelijking van den vorm: 
xs == (a? Jb) H(a2b Jab), waaraan door z—=atb 
voldaan wordt, t.w. van de vergelijking xs == 10 # + 24: 

CARDANO verdeelt 10 in twee quadraten (9 en 1), zóó 
dat de som van de producten van ieder der quadraten met 
den wortel van het andere quadraat 24 beloopt: de som 


kunde over op grond van de omstandigheid, dat een der factoren 
van het product resp. vermeerderd en verminderd wordt met de 
termen, waarvan de andere factor de som is. („Deinceps antecedens 
numeratio spectat multiplicantem communem, cui certorum duorum 
multiplicandorum alter additur, alter detrahitur prius, ideo’que prosth- 
aphaeresis dicitur.” p. 14 


21 
van de wortels van de twee quadraten (3 J- 1 =4) vormt 
den wortel van de vergelijking; aldus: 


cubus aequalis 10. rebus p. 24.” 
9 _—l. 
8, 2 ie p. 266. 4) 
12. 
__{P. — plus; m. — minus; res ==; cubus — 28.) 


» 


Herleiding van de som der quadraten van de 
vormen: 


dy dv (16 —8y — 342) en 4—y —v (16 — 8y — 842); 


. 16. m. 8. pos. m. 3. quad. 


6. m. 8. pos. m. 3. quad. 
6. 


m. 8. pos. m. 3. quad. 
5 heen RRT 


‚16. m. 
den | p. 
m. 


8. pos. m. 8. quad. 
8 


2. m. 16. pos. 
6. quad.” 


[positio — y; quadratum —= y?; R. V. di radix univer- 
salis — een wortel uit een veelterm.] 


De- kruisteekens wijzen aan, hoe in de quadraten van 
de als tweetermen te beschouwen vormen de dubbele 
producten van de twee termen ontstaan, die bij de optel- 
ling tegen elkander wegvallen, omdat zij tegengestelde 
voorteekens vertoonen. 

De einduitkomst wordt: 


64. m. 32. pos. m. 4. quad. = 64 — 32y — 4 y2. 


g) Prriscus, t.a.p.: 


Sinussen van sommen en verschillen van 
twee bogen: Trekt men uit een punt B van een cirkel 
de koorden BA en BC < BA en de middellijn BD, en ver- 


1) der Opera omnia IV, Lyon 1663, 
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bindt men Aen C onderling en met D, dan vindt men 
bij toepassing van het Theorema van ProremeusS en deeling 
door BD2: 


AC AB CD BC AD 
BD* TED ABD EDR ; 

waaruit volgt, als men bg AB == 24° en bg BC — 2b°, 
AUREA OT 2 (U de abel 

sin (a+ b) = sin a sin (90°— b) + sin b sin (90°— gd). 

[De naam „cosinus” kwam pas ruim een halve eeuw na 
de verschijning van Prriscus’ Zrigonometria, Augsburg 
1600, in gebruik] | 

Volgens de regels, door deze formules uitgedrukt, be- 
rekent Prriscus de sinussen van 85° en van 5°; hij neemt 
bg BA = 40° en bg BC = 30°, stelt de middellijn — 100000 
en vindt sin 35° = 0,57856 (in zijn tafel nauwkeuriger: 
0,57358) en sin 5° = 0,08716; aldus: 


„AB. 84202. Y AD. 93969. 


BC. 25881. CD. 96592. 
Vna cum radio BD. 100000. 


Productum primum 8308659584, p. 47. 
Productum secundum 2432011689. 


Summa — — — — 57856|71278. 
Sinus 
AO Deh 
„Productum maius. 8508659584. 
Productum minus. 2432011689. — 
Residuum. 8716|47895. p. 48. 
Sinus 
AGED Aer 


ks Kd 
kk 


Maar genoeg. 

Tot aan het begin van de achttiende eeuw was de reken- 
kunde schier uitsluitend ciĳferkunst en bepaalde zich tot 
de uitvoering van berekeningen en de oplossing van vraag- 
stukken naar regels en modellen van bewerking, die niet 
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zelden wegens hun inkleeding, bij het gemis van bewijzen 
en genoegzame ophelderingen, uiterst bezwaarlijk te ver- 
staan en te ontwarren vielen. 

En eindeloos was de reeks dier regels. 

Naast regels voor de optelling, aftrekking, vermenig- 
vuldiging en deeling van geheele, gebroken en „surdische” 
getallen (wortelvormen), voor de vierkants- en kubiek- 
worteltrekking en de reken- en meetkundige reeksen had 
men den rechten en den omgekeerden regel van drieën, 
van vijven, van zevenen, enz., den gezelschaps- en den 
kettingregel, de tarra- en de rabatrekening, de rekening 
van winst en verlies, de enkelvoudige- en de samengestelde- 
interest- en de discontorekening, de tijdrekening van betaling, 
de munt-, de wissel-, de menging- en de ruilingrekening, 
de regula falsi simplicis- en duplicis positionis, de regula 
virginum, de „regulae aequalitatis, separationis, transver- 
sionis, commixtionis, legis, augmenti, decrementi, pluris, 
residui, collectionis” t) en m.d. met even belachelijke namen 
(„ridicula nomina’’!)), een ware plaag, voor wie zich er 
in moest verdiepen („vexationes populi” t)), en waaronder 
de algebra („illa famosa regula algebrae” 1) ) eenige, schoon 
niet genoegzame, opruiming heeft gehouden. 

Dat er bij dezen stand van zaken naar middelen werd 
omgezien, om het geheugen te hulp te komen, zal niemand 
verwonderen. 

En welke hulpmiddelen ! 

Zoo vat SrireL?) den regel voor de deeling samen in de 
drie letters: 


OMS a 


„Quaere”, hoe vaak de deeler begrepen is, op wat er 
boven staat 5); 


1) SriFEL, t.a.p., fol. 227. 

2) SrireL, t.a p., fol. 8r- 

3) Men schreef den deeler onder het deeltal en schoof dien, telkens 
als weer een cijfer in het quotiënt bepaald moest worden, één plaats 
naar rechts; bij de vermenigvuldiging van den deeler met een cijfer 
van het quotiënt begon men aan den linkerkant en trok de afzonder- 
lijke producten na elkander uit het hoofd van de overeenkomstige 
deelen van het deeltal af‚ waar men de cijfers van de resten 
boven schreef; de cijfers eindelijk, die niet meer gebruikt werden, 
schrapte men. 
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„Multiplica” den deeler met dit cijfer ; 

„Subtrahe” dit product van wat boven den deeler staat; — 

en rijmelt BARTJENS!) bij de regula falsi duplicis posi- 
tionis: 


„Meer van Meer substraheert, 
Doet soo met Min en Min: 
Maer Meer en Min addeert, 
Dan komt des Regels zin.” 


Evenzoo werd nooit nagelaten er aan te herinneren, 
waar en wanneer men „kruiselings moest „vermenigvul- 
digen” (multiplicare per erucem, ducere in crucem, molti- 
plicare in croce, multiplier par croix, ins Creutz multipli- 
cirn, in't kruys multipliceren, enz.). 

En dit kwam veelvuldig voor: niet alleen, schoon vooral, 
bij de verklaring en de uitvoering van bewerkingen met 
breuken van allerlei slag en bij de regula falsi duplicis 
positionis, maar eveneens bij den rechten en den omge- 
keerden regel van drieën, van vijven, enz., bij de men- 
ging-, de munt-, de ruiling- en de wisselrekening, enz. eng. 

Overmits er dus dikwijls over kruis te vermenigvuldigen 
viel en de wiskunstenaren en cijfermeesters gewoon - waren, 
in de uitgewerkte voorbeelden de factoren van een pro- 
duct duidelijkheidshalve door strepen te verbinden, staan 
hun geschriften vol schuine kruisteekens, op bladzijde aan 
bladzijde veelal, waaronder evenwel ook, maar spaarzaam, 
die, als bij de complementaire vermenigvuldiging, de negen- 
en de zevenproef en elders, van anderen oorsprong zijn. 


Onder den invloed van dit veelvuldig samengaan van de 
„vermenigvuldiging” als bewerking en haar uitvoering in 
woord en in schrift „over kruis”, ontwikkelde zich in den 


Zoo kwam de deeling van 1832487 door 469 aldus te staan: 
e 
681 
42150 
655304 
1852487 (3907. 104. 
469999 
4666 
hk 


1) BARTJENS, t.a.p., p. 191. 
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loop van eenige eeuwen het denkbeeld van de „saam- 
hoorigheid” van „bewerking” en „teeken”: in de aldus tot 
stand gekomen associatie van de begrippen vermenigvuldi- 
gen en kruis, waarbij de complementaire vermenigvuldiging 
slechts een onbelangrijke rol kan hebben vervuld, vind ik de - 
meest aannemelijke verklaring van OuaurTRED's keus van ons 
maalteeken. 


Schuine projectie van regelmatige lichamen 


DOOR 


F. A. PANNEKOEK, Bussum. 


Bij het lezen van het hoofdstuk : Stereometrisch teekenen 
uit Derksen & De Laive, Leerboek der Stereometrie, bij 
het verschijnen in 1906, viel het mij op, dat de schuine 
projecties der regelmatige lichamen gegeven worden ten 
opzichte van assen. Dit kan bij het onderwijs in de kristallo- 
grafie zijn nut hebben, maar de stand van deze lichamen 
(vooral van 12 en 20 vlak) is dan een andere dan die, 
waarin op de eenvoudigste wijze de projecties in de be- 
schrijvende meetkunde verkregen worden. Het teekenen 
van 12 en 20 vlak schijnt bovendien wat gekunsteld. 

Een meer algemeene wijze voor het teekenen van schuine 
projecties van lichamen vinde hier toepassing op regel- 
matige lichamen. 

Zij in fig. 1 s de schuine projectie van / dan is de hoek p, 

die de projecteerende lijn met het vlak 
van teekening (w) maakt — bg tg U/s 
/ / terwijl de hoek q, die de schuine pro- 
je jectie met een aangenomen lijn in v 
maakt, willekeurig kan worden aange- 
nomen evenals de verhouding U/s. 
Denkt men zich het vlak van tee- 
kening verticaal en het te teekenen 
Fig. 1 lichaam er voor geplaatst, dan zal de 
schuine projectie van een figuur, geplaatst in een vlak 
evenwijdig aan v, congruent zijn met de figuur zelf. Alle 
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lijnen loodrecht op v zullen in schuine projectie evenwijdige 
lijnen zijn, wier: lengten tot de werkelijke lengte der lijnen 
de gegeven verhouding hebben. 

In bijgaande figuren is aangenomen de verhouding s:!= l/g 
en de hoek, die s maakt met een horizontale lijn — 210°. 

Hiervan uitgaande vindt men gemakkelijk de schuine pro- 
jecties der regelmatige lichamen (ribbe == a, hoogte zijvlak == 7). 

1. Viervlak. Grond- 
vlak horizontaal en een 
ribbe loodrecht op v. 
(Fig. 2). 

Van het grondvlak 
is A, dy a3 de ware ge- 
daante, om de hoogte- 
lijn, A‚C omgedraaid. 
A;C is de richting van 
de aangenomen hori- 
zontale lijn A_C en 
AE Ast == 1/, a onder een 
“eg | hoek van 210° met A,C 
Psn je getrokken. Het vlak door 

5 A, BC is evenwijdig aan 
v. De top B vindt men 
dus door op A;C 
een driehoek te 
beschrijven met 
a en h als op- 
staande zijden. 

2. Kubus. Is 
een zijvlak even- 
wijdig aan v, dan 
verkrijgen we 
hier van de ge- 
wone teekening. 

Is een lichaams- 
diagonaal verti- 
caal geplaatst, 
(fig. 3) dan komen 
in het onderste 
hoekpunt 8 rib- 
ben samen wier 
andere uiteinden 
de hoekpunten 
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zijn van een gelijkzijdige driehoek, waarvan de zijde = de 
diagonaal van een zijvlak (d). Nemen we een der drie 
genoemde ribben evenwijdig aan v dan is de gelijkzijdige 
driehoek, waarvan B, bs b3 de ware gedaante is, te teekenen: 


Fig. 4. 


B,B,B3. Het punt A vinden we als top van een driehoek, 
met BA — a en EA —=!/,d als opstaande zijden, op 
B,E als bazis beschreven, welke driehoek evenwijdig aan v is. 

Door het completeeren van 
parallelogrammen worden ver- 
der de ribben van den kubus 
geteekend. 

8. Achtvlak. Nemen we een 
lichaamsdiagonaal vertikaal en 
2 ribben loodrecht op v dan is 
het vierkant (B), waartoe deze 
behooren onmiddelijk te tee- 
kenen. (Fig. 4). De punten A 
en C zijn te vinden als toppen 
van gelijkbeenige driehoeken 
op DE (verbindt de middens 
van. B,‚B, en B3B4) als bazis 
met opstaande zijden A be- 

Fig. 5. schreven, want deze drie- 
hoeken zijn evenwijdig aan v. 

Ligt het achtvlak op een zijvlak met een ribbe loodrecht 
op v dan is het zijvlak te teekenen als vroeger, (Fig. 5) 
terwijl de ruit A,C B‚D met zijden h en een diagonaal — a, 
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evenwijdig is aan v en dus geconstrueerd kan worden. De 
driehoek B volgt dan op dezelfde wijze als A. 

4. Twaalfvlak liggende op een zijvlak, waarvan een ribbe 
loodrecht op v (Fig. 6.) Van dit zijvlak is a, ao d3 a4 As de 
ware gedaante. In de schuine projectie blijft A; GH == h 
aan zich zelf gelijk. De loodlijnen a,Hag en a;Ga4 worden 
in schuine projectie lijnen door H en G onder hoeken van 
210° met A‚H getrokken terwijl GA, = GA4 = 1/4 a, úE 
ch d en HA, =HAG= Ll, d. 


Fig. 6. 


De ribben, die in de hoekpunten bij deze vijfhoek aan- 
sluiten vinden we door ze te beschouwen als verlengden 
van de opstaande ribben van een regelmatige vijfzijdige 
pyramide. De opstaande ribben hiervan Zin =— diagonaal 
vijfhoek == d en het apothema == A. 
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De top vinden we dus als top van de driehoek A; HT 
met HT =h en As =d welke evenwijdig is met v. Van 
T kan men dus door de hoekpunten van A de ribben 
trekken en maakt men AsCs==a en in het verlengde 
van TH, HD; == dan zijn Cs en Ds hoekpunten. 

Voor de voltooiing van de figuur kan men nu ver- 
schillende wegen inslaan. Hier is de vijfhoek C beschouwd 
als doorsnede met de pyramide TA evenwijdig met vijf 
hoek A. De punten K en L op CsK//AsH zijn gelijĳk- 
standig met H en G terwijl HK = HG. Door K en L 


D 


Fig. 7. 


worden lijnen getrokken, die een hoek van 210° maken met 
CsK en deze geven in hun snijpunten met de verlengde 
ribben van pyramide T de hoekpunten C van het twaalfvlak. 

De bovenste helft van het twaalfvlak is congruent met 
de onderste en 180° omgedraaid. De top T, van de piramide 
op het bovenvlak vinden we dus als vierde hoekpunt van 
een parallelogram C5 T Ds T, terwijl C‚,M=MT, =MB;=h 
en Bs Ds =d. 

De zelfde constructie als voor de punten A en C ge- 
volgd is levert nu de punten B en D. 

De punten C hadden we ook kunnen vinden door C5 C4 
enz. evenwijdig te trekken aan AzA, enz. De punten D 
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vinden we dan door te trekken C D4 [| Ao C4, C, Du // A4 Co 
enz.; Bs vinden we door Ts Ds te verlengen en = 4 te maken, 
B, als snijpunt van Bs B4// Ds D, en D4 B4 // Co B; enz. — 
Als contrôle kan gelden het feit, dat telkens de vijf ribben, 
die bij de hoekpunten van een zijvlak aansluiten, verlengd 
door het zelfde punt gaan. 

Schuine projecties van het twaalfvlak in andere standen 
b.v. staande op een punt met een lichaamsdiagonaal ver- 
ticaal, of op een ribbe hetzij loodrecht op v of evenwijdig 
aan v, zijn op soortgelijke wijze af te leiden. 

5. Twintigvlak. Staande op een punt met een lichaams- 
diagonaal verticaal en een der ribben in het onderste hoek- 
punt uitkomende evenwijdig aan v (fig. 7.) We beschouwen 
het genoemde hoekpunt als top van een regelmatige vijf- 
zijdige pyramide. Van het grondvlak, waarvan de vijfhoek 
b4 09b3b4 B; de ware gedaante voorstelt, is op de vroeger 
beschreven wijze de schuine projectie te teekenen. De top 
A vinden we dan als top van een driehoek EB; A even- 
wijdig aan v, waarin B; A =a en EA ==. 

Nemen we nu aan, dat de overige 6 hoekpunten van 
het twintigvlak de hoekpunten zijn van een tweede regel- 
matige vijfzijdige pyramide, waarvan het grondvlak, de 
vijfhoek C, evenwijdig is aan B terwijl een ribbe lood- 
recht is op v. We kunnen dan deze vijfhoek construeeren 
door B; als top van een vijfzijdige pyramide te beschouwen. 
Het grondvlak AB; Cs Co B4 heeft met vijfhoek B de diago- 
naal B, B, gemeen terwijl B; F E‚ = AFG, welke beide lijnen 
evenwijdig aan v zijn. Trekt men dus AFG en maakt men 
FG =FE en trekt men door G de lijn GK Cs == |/ EF Bs 
dan kan men onder hoeken van 210° met GC; lijnen KC, = 
—= KC, =FB, ‘trekken en GC; == GC) == 1/0. “Deomtopme 
vindt men ten opzichte van C5G zooals ten opzichte van 
EB; is gevonden. We hadden ook weer gebruik kunnen 
maken van de eigenschap dat de diagonaalen van een regel- 
matige vijfhoek evenwijdig zijn aan de zijden. Hebben we 
n.l. Co en C3 met behulp van G gevonden dan is Cs C4 // Bs Ba 
en B, C4// AC3 te trekken enz., terwijl D gevonden wordt 
door C4D // B, Cs en CD // Bs C4. 

Ook van het twintigvlak kan op gelijksoortige wijze de 
schuine projectie in andere standen geconstrueerd worden. — 

Waar in de aangegeven figuren een ribbe loodrecht op v 
staat is de standhoek van de twee zijvlakken («) aan 
te geven. 
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Waar een vlak door een ribbe loodrecht op een zijvlak 
evenwijdig is aan v daar is de hoek ($) tusschen lijn en 
vlak aan te geven. 


Kiezen we de verhouding 8 anders of de hoek, die s met 


een horizontale lijn maakt, dan krijgen we andere figuren. 
Nemen we de hoek kleiner dan 180° dan krijgen we het 
voorwerp van onderen gezien…—- 

Wanneer we projectievlakken aannemen, het verticale 
evenwijdig aan v en als horizontaal vlak het vlak waarop 
het lichaam staat, dan zijn uit de schuine projectie ge- 
makkelijk de coordinaten af te leiden, noodig om beide 
orthogonale projecties te teekenen. In fig. 2 zijn deze voor 
het punt B aangegeven. 

Omgekeerd kan uit de horizontale en verticale projectie, 
ook van ingewikkelde figuren de schuine projectie afgeleid 
worden, welke dan het voorstellingsvermogen te hulp kan 
komen. Het eenvoudigste is dan het verticale vlak tevens 
als vlak van teekening voor de schuine projectie aan te 
nemen. Men teekene eerst de schuine projectie van de 
horizontale projectie met behulp van de loodlijnen op de 
as, die in de ruimte de loodlijnen op het vlak van teekening 
zijn en dus in schuine projectie de aangenomen hoek met 
de as maken en in de aangenomen verhouding verkort 
woiden. Boven de punten der zoo verkregen figuur zet 
men de hoogten der punten boven het horizontale vlak 
uit, want deze zijn in schuine projectie even lang als in de 
ruimte. De constructie voert men het best uit op een stuk 
doorschijnend papier, dat over de gewone projectieteeke- 
ning ligt. 


Bepaling van het kromtemiddelpunt zonder 
differentiaalrekening 


DOOR 


TW. N. LE HEUX, 1e Lait mt. Broda. 


Ter bepaling van het kromtemiddelpunt voor het geval, 
dat # en y functies zijn van eenzelfde onafhankelijk ver- 
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anderlijke (rechth. coord. stelsel) heeft men de volgende 


formules 
EN EAR ZEND 
Ê OO _dedy — dy dz 
Ee (dax? + dy?) da 
AA EVE 
EN a 1008 
Bij eene figuur van Lissajous, voorgesteld door A cote | 


en beschreven op een rechth. stelsel zijn z en y uitgedrukt 
in eenzelfde veranderlijke. In het volgende zal worden 
aangetoond, dat men voor zoodanige figuur de coordinaten 
van het kromtemiddelpunt kan bepalen door rechtstreeksche 
afleiding. Zij een punt der bedoelde figuur gegeven door 
L == COS DP P1 XL == COS P P3 

y == COS q Py y == COS q Pz 
Zij gevraagd de richtingscoëfficient der raaklijn in ’t punt 
(p;‚) dan zal deze zijn: 


Lim 2492 OSI os gs nadert tot g, 
GOS P pg — COS P Wy 
sin 4 q (@y— py) sin F q (wo + WJ) 
sin fp (@>— 9) sin f P (2 + #1) 
in 1 de in 1 
OE en 2 q (@s P‚). Dark SI : q (@s + w) 
sin 4 » (@ — #1) sin Pp (@ Hi) _ 
$q sin4q.2p _ q sin (Kn 
dp sin dp.2py p sin Pp py 
De vergelijking der raaklijn in ’t punt (g‚) is 
gsnge A5 
iin (2 — cos P py) of q sin q py X | 
—psnppyy=twp—gsnwtDAt 
+ 4 (Pp +9) sin (Pp — 4) #1 
De vergelijking der normaal in ’t punt (py) is 
psin pp, 
Ze (2 — COS of p sin 2E 
RE Pp) of P ik Ik 
J-qsingpyy —= dApsin2pp, + 4gqsin2gop, 
De vergelijking der normaal in ’t punt (go) is 
psinppyv d gsingpy =Fpsin2pp, + 4qsin2g gs. 


en een punt dicht erbij door | 


of (es Lim 


Or TR An 


Aarm OS GL 


Y—OSYP=— 
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Coordinaten van het snijpunt dezer beide normalen zijn 


qsìin q py, COS q py + PsinpP py COS P py qsìin q 4 
qsingpscosqey + PsinpPppyecospes qsin gps 


e 


L=- 
psinpp, qsing 
psinpys qsing ga 

psinpy, qsingpyeosqe, + psin pe, Cos pp, 

„0 psinpes qsinggseosqgs + psin p po COS p po 


psinpp, qsSingg, 
p sin pr q sin q @s 


De waarde van x zal alleen worden ontwikkeld — die 
van 4 vindt men op dergelijke wijze. 


Be cosPP, QSingp, banen De q sin q p4 


psinpgscospp q sing ps qgsinqgpscosqeys q sing po 
psinpp, gsing psinpy, gsingo 
psinpys qsing ps psinpps qsing gs 
singp,cosqp, sinq ps 0 singq py 
sing p9Cosqpg sin gq pz sin P pg (COS P po— COSPP;) Sin q pa 


ET | + cos pa + | | 
14 sinpg, sing gp; sinpgi sing py 
sin pps sin q ps sinp pg sing po 
1 in qpi sin qp (Cos qpy — COS qpo) — Sin gp, sin Pps (COS Ppg — COS Pps) 
= COS Pt + en 


sin py; Sin q py — sin P qz sìn q yy 
( LP sin pgs bepa) 
q sings cOSq pp — COS #1 
sin ppi sin gps — sin Pps sin q 
sin q ps (COS q pa — COS q yy) 
sin COS P Pz — COS Pg 
Nu is, als gs =g; Lim Lot, Set „2 Al 
q sings cos q pg — COS q wy 
P rim epe sinFp(oto)siniple— eg) 
q singgs sin dg (a + p‚) sin Jg (yo — yi) 
_Ppsinpg sip Pp _ Pp? sin?po 


=— COS PP, — q Sin q yy 


gg sing singg q 9? sin2gg 
Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 3 
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Verder is 
sin p py sing pg — sin Pp po sin q pr = — À COS (PP + 4 #2) En 
RE A = 
Ed 


| 
| 


.s 

ke 

5 
' 


Los — 9 


1 (p, —@) — sinf Lo, + @9) sin£ 


(pi + #2) sin® 


Sn 
en Ee 4 dan 


Dus: 
sinppsingpe—sinpgpesingn _— 


sin q pg (COS q Pp — COS Q és ' 
Ber 


Ì 
7 iP — 9) Î 


(py + #2) sin£ 


sin 


== 
pmm 


Ising ' k 
192 sin To + pg) sin 5 (@1 — #2) 


En 


Lp + op sin ZS 


sin ï (py — 2) 


sin = IC JL go) sin 5 i 5 (1 — @9) 


nrden ee or Rane ns Sr B mins Sean A TS 


Overgaande tot Limieten, krijgt men voor deze uit- 
drukking: (als gs = py) 


p sinpt-P PQ sn(p—0)m PQ 
2singp) sing 4 ___Ssinqg q 


mn ge EP 


p We Ae Kel i ad: 
meme gsin pp cosq p1 (Pp — q) eos p pj Sin q Pu 


— (p + q) sin p wi COS Q P1 (pt ospasinang of 
CD BER ie 
_2gsin?q ( 2qsinpg;cosqagi + 2peosppi sing pi) 


Ee biken (—qsin pg cosq pi HP eos pp Sing p}). 


De geheele uitdrukking voor » wordt: 


Benches rd SEN nit ended alas hert bp ete 


ws el 
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(: Le B ee) 
va sn? 
DE =COS P @1 — Q Sin q #1 nee 


Pp 
q sin? qp; 
‚ ___p?sin?p py + q*sin?q ep, 
== COS — Qsin 
bakln d 191 eosp Pi sinq @y — Q COSQ pj Sin p pi) pq 
of als men Heemt.? De cos p Pi 


y==cosqp, en de abscis van het snij- 
punt der normalen x‚ noemt 


(p cos p py; Sin QA sin p py COS qQ py) 


dx? + dy? 


en WY Ty = dy da 


Sommeeren van enkele reeksen 


DOOR 


C. KREDIET, (Rotterdam). 


Ik stel: 
in 408 EEE 1 1 1 
NE TE re uien 
Hieruit leid ik af: 


1 Al 1 1 HE 
0 el 3 
1. en 1 | 3.4 | 5.6 1: - enz. 


À 1 b 1 
0, S=l— [zz ad Hen reuzel 
er ORE neee | 


1 1 1 if | 
1 == 5 En ne — PA — ON Zoer eke (a) 
Optelling geeft: | 5 ah 
1 1 1 1 1 1 
Sl rr zette et OMZ 
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Ik stel 2S —=1l =S 


Volgens dezelfde methode is nu: 
2 


Ae: rant nt 50 at 77g.g ten. 
ô 2 
2. — [ea at aoe tes + enz] 
RD en BEAT door 2 geeft: 
1 1 1 1 1 
Te astaat ast zeg t e0Z. (6) 


Optelling leert: 

RE 1 1 1 1 
251 == liE MER OER rn on: + enz. | 
Ik stel: 


Dan is weer: 
8 ke RAe) 66.78 : 


0 eN 
2.8 5 les os 


en dit geeft door aftrekking: 


©) 


er isin (5 
en door optelling: 
2 1 1 
ars en ORN Ee B — enz. | 
Ik stel: 
Ì 
EA 
3 . 
en handel weer op dezelfde wijze. 
Wij krijgen dan: 
1 1 GE EEN 1 
1e 42 EE ERR OO 


1 1 
A A en ks Bed PE AE WEN 
25 1.2,38.& ls — IEN SCH Nd 


—- ENZ. ] 


Re Net 
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De reeksen («), (9), (#), (Ò) zijn gemakkelijk verder op 
te schrijven. Evenzoo is de vorming der uitdrukkingen 
St enz: duidelijk. 

Het spreekt van zelve dat S@® tot nul nadert als » voort- 
durend grooter wordt genomen. 


Wij vinden dan: 


SiS 1 
1 
AST — T5 
1 
EEE 
1 
ne en U II 
dus 
pe 


Hieruit volgt: 


2m DIXSP Denis A 
| Ee en 2 
2a(n — 2): X qe Js 23 (n -— 3)! S (n DS 
seh _ 3 
23 (n — 3)! X al 8)__ 24 (n — 4)! lk 4) a 
enz. Kk 
dus: 
(n —4) 28 22 24 1 


ng EN 


en dus: 
n—=l n—g n—4 n—=2 
tee ak Be 
nh. XS sm 9 S ENZ 9 3 Gen enden, 
__ Nu blijkt duidelijk, dat » ! S® kleiner is dan want bijv. is: 


1 1 
IV Ves EE eg ej ee EE E55 
EBM 934 Te 


dus 4: SV =d — enz, waarbij elke negatieve term grooter 
is dan de daarop volgende positieve 
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Wij vinden uit (#) 
Aken a de 1 1 Ie 


Derhalve 
1 1 1 15 sant f 
Smi Tas has antmmn 
waarvan elke term grooter is dan de som der volgende. 
Er volgt dan verder nog | 
1 1 1 dot 1 
To EN me. 
: 2,2 22,3 zi 28.4 5E 24,5 ns 25. 6 Te 
1 1 dan 1 ge | Í 
Mn mk e BE, 
AE B 


dus 


1 1 Te 
as Tait at ae heo 


1 
Te ee k 
En niks tenen 


dus 


1 1 1 1 
Ti Gee elken, ON: BAE 
Tat Pm hase Taa 
1 1 1 1 


A Ene Son rl ON RENES 
PP AIEE ETEN 


zoodat ook deze sommen zijn te veranderen in die van 
vrij sterk convergeerende reeksen. De analogie blijkt het 


meest aldus 


SA bans a + enz] 
1 1 1 1 
me ett ta 

1 
en En [ 5 22,4 an Ee Li EKC zh enz] 
1 1 1 1 
me 
Mn ee 


TE Ep ad 
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Stellen wij in ’t algemeen: 
1 1 1 
ee a at DZ 
HE Pe b b 
ORD) (at Da Lt Bia LA 
9 Sa lere + : a Ë + uz] 
k (a + b) (a + 2b) (a + 3b) (a + 4b) (a + 5b) (a + 6b) Gend 


a 


dus 
1 1 1 l 
blaast erven terme tm] 


| Se 1 1 ED end ; 
B blm een + amen aman +] 


En 
OMR ee el HG 1 1 zie 1 ad 
Dar ara Tatar) t enz. 
waaruit weer volgt: 
EGER EE NR 2b ob 
Taat) | (AFI Dab | (a FED areE) | CL 


nend 2b 2b 


dus _ 


1 1 
TCE enz. | (6) 


1 
b) a ee (a+2b) in (a4-b) (a+2b) (a4-3b) ne (a+-2b) (a+ 


en 


3 Si a(a+b) zh Sr ESE 1 el Le En je RE 
2b a(atb)(a+2D) — (atbatWd(at) PE 


Wij vinden dus, als wij op dezelfde wijze doorgaan: 


ien 


a 
US WS 
DIN — DE 
A te hen de HD 
BDS — 2SN — ember 


enz. 
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Hieruit volgt: 
a 

es b 
RL TE IN 
3:0SSH — 2,2102SE — le 

dns a(a+b) (a-2b) 
3.b8 

' lk 173 KEE 

ADS — 2,3:055M a(a+b) (a+2b) (a +35) 


5:D5SY == 2,405 — 


Hierdoor wordt: 


Abt 
a{aFb) (a42b) (a +835) (a+4b) * CPA 


2 lo) 
12 SOD ENE EE Kg Ee, 
2:D2SE —= 22S 5 EED 

20 2!b2 | 
aI3 GIN Er re Ee : 
SDI — 295 d a(a+-b) a(a+-b) (a+2b) | 

ES AST _ 

a a(at-b) a(a4-b) (a+2b) a(a+b) (a4-2b) (a+3b) 
Ree AMR 222!? oe 23:58 Ee 
a a(a+-b) a(a+-b) (a+2b) a(atb) (a4-2b) (a+3b) 
5:bt 
 alatb) (ab) (aH3b)(a+4b) 
enz. | 
Het eerste lid dezer vergelijkingen zal worden nos | 
en de reeks S® neeft als eerste term : 
1 | 
a(a+b)(a+2b)...... (a+-7b) 
Deze ed term 5 grooter dan se en daarom is | 
(%) 510) nb Î 
mbs Ee ms He XE Xn Aen 
1 1 [ 

zoodat hij ook kleiner is dan a X ED X EES a 
orn 1 en 1 PA 1 


Nu is / 
(145) (4e) (ir) (lm) iki +5 EE 
J 3b nb D 2 13 | 

dus, mits a en b positief zijn, is 
Ws 0 


lim „:b VOOTM Ee 
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Daarom is: 


1:b 2:02 3'b3 
B 2 en En Et 2a (a + b) (a + 2) Talar basia eZ 


en vinden ik verder : 


2.b2 3.b3 
Im EE RL HE 
DS = Ja (a + b) + b) ke 22a (a + b) (a + 1b) Ln 23a (a + b) (a + 2b) (a + 3b) ie ze 
dus 
in 2.b 3.b2 
en en EE ee EA 
SSA nen Pala Da +2) (a+ 35) T CNZ- 
2.b 3.b2 
In NE tn ef KAD Se EE oM ERE 
2D5 2a (a +b) (a + 2b) ch 22a (a + b) (a + 2b) (a + 3b) an 
4b8 
TE Baaba + 2) + 30 a + 4) 1 ONZ: 
dus 
1 9, 8.b 
Hr es Ee oi 
B 2 Za (a + b) (a + 2b) Ba 5 (a + 2b) GET 
4b2 
Bals aem rj + en] 
enz. 
Deze reeksen zijn veel sterker convergeerend dan de 
reeksen die eerst door S, S!, St enz., aangegeven zijn. 
gn is: 
162 1964 
En Fr + enz. TD 5 + 7280 a + 2160 + 750}: 
1 e 
BEE EET En ie het ne Fan in meo a 


648 9820 
A 394240 ár 13404160 he 
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Over twee driehoeken, wier overeenkomstiee. zijden 
Blkaar rechthoekie snijden in punten 
op een rechte 


DOOR 


P. A VOOREN, (Weltevreden, Java). 


1. De zijden van A ABC worden door een transversaal 
{Lin «, P, y gesneden; in deze punten richt men loodlijnen 
op de zijden op. Als de loodlijnen elkaar in één punt P 
snijden, ligt dit punt op den omgeschreven cirkel van À 
ABC. De transversaal heet de rechte van Simson voor 
P ten opzichte van A ABC. Hij deelt de lijn middendoor, 
die het hoogtepunt van A ABC met P verbindt. 1) 

In het algemeen zullen echter de lijnen, die in de punten 
a, P, y loodrecht staan op de zijden van A ABC, elkaar 
niet in één punt ontmoeten, doch een A A;B,C, vormen. 
Deze driehoek is met den eersten gelijkvormig, omdat hun 
overeenkomstige zijden loodrecht op elkaar staan; met elk 
punt in het vlak van den eenen driehoek komt een gelijk- 
standig punt in het vlak van den anderen driehoek over- 
een; het punt, dat geliĳjkstandig is met zichzelf, heet 
rotatiepunt 2); met twee gelijkstandige punten verbonden, 
levert het een driehoek van constanten vorm op, die in 
onze figuur rechthoekig moet zijn. 

De driehoeken ABC en A,B;C; zijn perspectivisch, d. w. z. 
dat de verbindingslijnen A A;, enz. door één punt, het 
middelpunt van perspectief gaan. Dit is volgens een bekende 
eigenschap altijd het geval, wanneer de overeenkomstige 
zijden elkaar op een rechte snijden; deze rechte is de as 
van perspectief.®) Met elk punt van den éénen driehoek 
komt een verwant punt van den anderen overeen; hun 


1) Bewijs bijv. bij v. Breen, Merkwaardige punten en lijnen. 

2) Petersen, Methoden en Theorieën, hoofdstuk Rotatietheorie, 

3) Voor deze en de volgendé eigenschappen zie v. Geer, Grond=- 
slagen der Synth. Meetk.: tiende hoofdstuk. 
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verbindingslijn gaat door het middelpunt van perspectief; 
de lijn, gaande door twee punten der ééne figuur, en de 
lijn, gaande door de verwante punten, snijden elkaar op 
de as van perspectief. Gelijknamige merkwaardige punten 
zijn niet perspectivisch verwant, wel gelijkstandig. Alleen 
de gelijknamige hoekpunten zijn zoowel het een als het 
ander. De punten der ééne figuur, die verwant zijn met de 
oneindig verre punten der andere, liggen op een tegenas, 
d. í, een rechte, die evenwijdig loopt met de as van per- 
spectief. De afstanden van het middelpunt van persp. naar 
de ééne tegenas, en van de as van persp. naar de andere 
zijn gelijk in tegengestelde richting. 

Bovengenoemde eigenschappen worden nu toegepast op 
de figuur, die zooals gezegd bestaat uit een A ABC, welks 
zijden in a, , 7, door een transversaal gesneden worden, 
terwijl de loodlijnen in de snijpunten op de zijden van A 
ABC opgericht, een nieuwen driehoek A;B,C, vormen. 
We zullen dan eenige nieuwe eigenschappen vinden, die 
zich in twee groepen scheiden met betrekking tot het 
middelpunt van perspectief en tot het rotatiepunt. 


2. Stel dat de lijn CC, den omg. cirkel van A ABC 
in P snijdt, zoodat /PBA = /PCA. In den koordenvier- 
hoek B,a«a By is /B,BA == /B, af}, maar de laatste is in 
den koordenvierhoek C,aC 
gelijk aan /PCA; daar dus 
ZB}BA = / PBA, moet de lijn 
BB, door P gaan. Hetzelfde 
bewijst men van AA;, dus is 
P het middelpunt van perspec- 
tief en dit punt ligt op den 
omg. cirkel van A ABC. Gaat 
men van den omg. cirkel van 
A A,B,C; uit, dan blijkt het 
middelp. van persp. ook hierop 
te liggen, dus is P een sniĳ- 
punt van de twee cirkels. 

‚ Om een punt der tegenas van A ABC te construeeren, 
zoeken we het verwante punt van het oneindig verre punt 
van B,C,. We moeten daarvoor uit P den straal trekken, 
die evenwijdig loopt met B,C;, en die de verwante lijn BO 
in het gezochte punt a zal snijden. Nu is a een punt der 
tegenas; op overeenkomstige wijze kan men de punten 
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b en c der tegenas vinden. Daar echter Pa // B‚C, en dus 
loodrecht staat op BC, is a ook een punt van de rechte 
van Simson van P ten opzichte van A ABC. Dit is ook: 
met ben c het geval, zoodat de rechte van Simson en de 
tegenas samenvallen. Hetzelfde kan gezegd worden van A 
A4B,C,; dus zijn de rechten van Simson sen s, van P ten 
opzichte van A ABC en A A;B,C, de tegenassen der per- 
spectief. Zij loopen dus evenwijdig met t‚ en de afstanden 
van P naar s en van f naar s, zijn gelijk in tegengestelde 
richting. Voegen we hierbij, dat s en s, de verbindings- 
lijnen halveeren van P met de hoogtepunten H en H‚, 
dan vinden we een merkwaardige eigenschap. Verbinden 
we H met H,, en trekken we door P een lijn p//t, dan 
wordt HH, door s en s, in S en S, en door p en t in 
Pl en T gesneden. Op HH, hebben we nu de volgende 
gelijke stukken: PIS = SER PIS —= SH, HS, == SPL, 

Hieruit volgt ST =SH en ST — PIT = PIS — PIT of 
S, PI RL SROÛ H‚S, == TS, Z000aL HS, — ST hike! + SH 
of H,T = TH. De transversaal halveert dus de verbindings- 
lijn der hoogtepunten; men kan nog opmerken, dat de. 
afstand van elk hoogtepunt tot de transversaal gelijk is 
aan dien tusschen de beide rechten van Simson. Deze 
eigenschap kan ook aldus uitgesproken worden: 

Als de hoekpunten van drie rechte hoeken op een rechte 
lin liggen, en men vormt twee driehoeken ieder met één 
been van elken hoek, dan liggen de hoogtepunten van 
deze twee driehoeken evenver aan weerskanten van de 
rechte lijn, 

Nu geeft de eigenschap gelegenheid tot het teekenen van 
vier paar driehoeken; op de eigenschappen van hun acht 
hoogtepunten zal hier niet verder ingegaan worden. 

Uit de gevonden eigenschap volgt nu in de eerste plaats, 
dat een transversaal, die door H gaat, ook H, zal bevatten. 
In dit geval moeten de twee rechten van Simson voor P 
de afstanden PH en PH, halveeren en beiden evenwijdig 
loopen met HH;; ze vallen dus samen, en de voetpunten 
der zes loodlijnen, die uit P op de zijden van A ABC en 
van A A;B,C, worden neergelaten, liggen op een rechte. 
Deze rechte loopt midden tusschen P en HH,. 


3. Bleek een der snijpunten van de omg. cirkels van A 
ABC en A;,B,C, het middelpunt van perspectief te zijn, het 
andere snijpunt R dezer cirkels is het rotatiepunt. Verbinden 
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we nl. R met A en A,, dan is / RA,B, = / RPB. Omdat 
BB, door P gaat, is de laatste hoek het supplement van 
ZRPB en dus gelijk aan /RAB. Daar nu /RA,B, = /RAB 
en A,B, L AB, moet ook RA, L RA; evenzoo staat RA, L RB, 
RC, L RC. Gemakkelijk laat zich nu bewijzen, dat A RA,B, 
ov A RAB. De lijnen RA, en RA vormen dus een rechten 
hoek en verhouden zich als 2 gelijkstandige zijden van 
A ABC en A A,B,C,. Daaruit blijkt, dat R het rotatiepunt 
is; de lijnen die twee gelijkstandige punten zooals H en H, 
met R verbinden, vormen een rechten hoek en hebben een 
constante verhouding. Gelijkstandige lijnen, zooals de rechten 
van Euler, staan loodrecht op elkaar. De voetpunten der 
loodlijnen uit R op twee gelijkstandige zijden neergelaten, 
zijn zelf gelijkstandig; daaruit volgt, dat de rechten van 
Simson voor R geliĳkstandig zijn, en elkaar dus recht- 
hoekig snijden. 

Niet alleen de omg. cirkels van A ABC en A,B,C, gaan 
door R,‚ maar bovendien die van alle driehoeken, gevormd 
door de transversaal met twee zijden van ABC of van 
A,B;C;, zoodat door R acht omg. cirkels gaan. Nemen we 
bv. A Afy, waarin / AyA;, = / ABA; = ZARA, = 90°, Dus 
liggen R,‚ A, A4, #,7 op een cirkel, waarvan AA, de 
middellijn is. De voetpunten der loodlijnen, uit R op 
Af, $7, /A neergelaten, liggen dus op een rechte; deze is 
echter de rechte van Simson van R voor A ABC, zoodat 
‚de vier voetpunten der loodlijnen die uit R op de trans- 
versaal en op de zijden van A ABC worden neergelaten, 
op een rechte liggen. Hetzelfde is voor A A;B;C, het geval, 
wat men ook kan uitdrukken door te zeggen, dat de twee 
rechten van Simson voor R.elkaar op de transversaal 
snijden en wel zooals vroeger is opgemerkt, onder een 
rechten hoek; het snijpunt is het uiteinde van de loodlijn 
uit R op f. 

Met behulp van het punt R laat zich ook de volgende 
constructie maken: | 

Gegeven een A ABC en een punt H‚; te construeeren 
een driehoek A;B;C;, waarvan H, het hoogtepunt (of eenig 
ander merkwaardig punt) is, en welks zijden die van A ABC 
rechthoekig snijden in drie punten op een rechte. 

Bepalen we ons tot het geval, waarin H, het hoogtepunt 
is, dan krijgen we de volgende constructie. Zij H het 
hoogtepunt van A ABC, dan snijdt een halve cirkel op 
HH, den omg. cirkel van A ABC in een punt R. De lijnen 
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H‚A, en RA;, resp. loodrecht op HA en RA getrokken, 
leveren het punt A; op, waarna B, en C, op dezelfde 
manier kunnen gevonden worden. In het algemeen zijn er 
twee driehoeken die aan de vraag voldoen; men kan nl. 
de twee snijpunten van den cirkel op HH, als middellijn 
en den cirkel ABC, elk als rotatiepunt aannemen. 


4. Ten slotte geef ik ‘hier een lijstje van de eigenschappen 
en de constructie, die in het bovenstaande behandeld zijn: 


Als de zijden van een driehoek gesneden worden door 
een transversaal, dan vormen de lijnen, in de snijpunten 
loodrecht op de zijden geplaatst, een nieuwen driehoek, 
die gelijkvormig en perspectivisch is met den eersten. 


De snijpunten der omg. cirkels zijn het middelpunt van 
perspectief en het rotatiepunt der driehoeken. 


De rechten van Simson voor het middelp. v. persp. zijn 
de tegenassen der perspectief. 


De hoogtepunten liggen evenver aan weerszijden der 
transversaal. 


De rechten van Simson voor het rotatiepunt snijden 
elkaar rechthoekig op de transversaal. 


Door het rotatiepunt gaan de omg. cirkels van alle drie- 
hoeken, die de transversaal van één der gegeven drie- 
hoeken afsnijdt. 


Gaat de transversaal door het hoogtepunt van den eersten 
driehoek, dan bevat hij ook het hoogtepunt van den 
tweeden driehoek. 


In dit geval liggen op één rechte de voetpunten der 6 
loodlijnen, die uit het midd. van persp. op de zijden der 
beide driehoeken worden neergelaten. 


Construeer een driehoek, welks zijden die van een ge- 
geven “'riehoek rechthoekig snijden in punten op een rechte, 
als het hoogtepunt (of een ander merkw. punt) van den 
gevraagden driehoek gegeven is. 
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Wiskunde en Natuurlijke Historie 


DOOR 
F.J. VAES, (Rotterdam). 


1. Zoodra bij een of anderen tak van wetenschap wis- 
kunde kan worden toegepast, is — volgens ervaring — 
een groote vooruitgang het gevolg. De natuurkunde heeft 
reeds zeer lang gebruik gemaakt van de wiskunde; de 
scheikunde heeft eerst in de laatste tientallen jaren de hulp 
der wiskunde ingeroepen, en is daardoor in hooge mate 
vooruitgegaan. Er zijn nog altijd vakken, waarop de wis- 
kunde geen of moeielijk vat schijnt te kunnen krijgen; de 
natuurlijke historie behoort ongetwijfeld daartoe. In het 
W. T., Ien jg., blz. 194 is daarover gesproken; voor het 
gemak van den lezer zal het daar vermelde hier worden 
herhaald, en tevens uitgebreid. 


2. Bij de behandeling van maxima en minima in de 
differentiaalrekening wordt steeds het vraagstuk besproken, 
dat de bijencel met minimum materiaal den grootst moge- 
lijken inhoud heeft. Gewoonlijk wordt daarbij verteld, dat 
degeen, die het eerst de berekening maakte, zich enkele 
seconden in den standhoek der vlakken vergiste, terwijl de 
bijen dien hoek zuiver hadden gevormd. Het behoeft niet 
gezegd te worden, dat dit een onjuiste legende moet zijn; 
immers kan bedoelde hoek onmogelijk tot in seconden 
zuiver worden gemeten. 

Door Multatuli is de opmerking gemaakt, dat de vorm 
der cel vanzelf optreedt, wanneer een aantal bijen nabij 
elkander aan het werk zijn. Elk voor zich vormt om zich 
heen een cilinder, afgesloten door een halven bol, en dóor 
het tegen elkander inwerken ontstaan zeszijdige prisma's, 
aan eene zijde afgesloten door den door drie vlakken ge- 
vormden bodem. 

Misschien zijn de bijen tot dien vorm gekomen door toe- 
val; de paardenwesp (Vespa Crabro) maakt ook wel zes- 
zijdige prismatische cellen, maar dekt die aan de eene 
zijde (van boven) rond af. Waarschijnlijk is minder bekend 
dat de bijencel in vorm overeenkomt met de helft van 
een ruitentwaalfvlak. 1) 


1) Zie: Het onderling verband der regelmatige lichamen en twee der 
half-regelmatige. (Leiden, A. W. Sijthoff, 1899). 
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3. De bij slakkenhuizen en schelpen optredende lijnen 
moeten zeer zeker spoedig de aandacht hebben getrokken 
wegens hun fraaie vormen; Dr. H. A. Naber geeft in „Das 
Theorem des Pythagoras, wiederhergestellt in seiner ur:- 
sprûnglichen Form und betrachtet als Grundlage der ganzen 
Pythagoreischen Philosophie”, zijne meening te kennen, dat 
de kapiteelen der Grieksche zuilen hun ontstaan te danken 
hebben aan de studie derin de Grieksche wateren aan- 
wezige schelpen. In het bijzonder geeft de schelp der Nau- 
tilus bij doorsnede een fraaie spiraal te zien. 

De conchoïde (schelplijn) van Nicomedes is bekend. Vol- 
gens Cantor moet, met andere kromme lijnen, ook een 
_„Kochlias (huisslak) van Apollonius” te loor zijn geraakt. 
De limacon (slakkenlijn) van Pascal is van jongeren datum; 
Dr. Naber vermoedt echter dat Pythagoras Ze AT gekend 
en gebruikt heeft. 


4, De conchyliometrie (schelp-meting) heeft ten doel. de 
vergelijking van de kromme lijn te vinden, die men ver- 
“krijgt door. de windingen. van een ‘slakkenhuis te projec- 
„teeren op een vlak loodrecht op de'as. In de Naturwissen- 
-schaftliche Wochenschrift 1909, bladz. 1009, spreekt Kurt 
‚Hucke hierover. 

Er zijn in verloop van tijd vi verschillende vergelijkin- 
gen voorgesteld,” waarvan de door Moseley (1838) voor- 


gestelde logarithmische spiraal o = ab”, en de door Naumann 


(1846) voorgestelde conchospiraal g = ab” + c_ nog steeds als 
geldend beschouwd worden. De parabolische spiraal van 
Jacob Bernoulli (1691) 02 —= a?p is verworpen. Onderzoekin- 
‚gen van Macalister en ‘Goodsir in Engeland; Muller, Sand- 
berger en Lehmann in Duitschlând, om tusschen de beide 
eerstgenoemde krommen te beslissen, leidden niet tot be- 
paalde uitkomsten. Door Grabau werd in zijn proefschrift 
(Leipzig 1872): Ueber die Naumannsche Konchospirale und 
ihre Bedeutung fûr die Konchyliometrie, de vraag gesteld 
of de waarnemingsfouten niet belangrijk genoeg waren, om 
verwisseling tusschen de twee krommen te veroorzaken. 
Werkelijk bleek dit, het geval te zijn. 

Een poging van Goodsir om de slakken te rangschikken 
naar de waarden der constanten in de enne hunner 
schelpen, is vergeten. 


5. Een breedere opvatting hak: Beneden in een uit- 
„gebreide studie van Haton de la Goupillière, getiteld Sur- 
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faces Nautiloïdes, in de Annaes Scientificos da Academia 
Polytechnica do Porto, Volume III, 1908, bladz. 5—46 en 
bladz. 69—204. Deze laat een kromme zoodanig bewegen, 
dat een punt van haar vlak een spiraal volgt; haar vlak 
steeds loodrecht staat op het vlak van die spiraal; zij zelve 
van grootte verandert, maar steeds denzelfden vorm be- 
houdt; de hoek van haar vlak met den voerstraal van het 
eerstgenoemde punt een bepaalde functie is van dien voer- 
straal. 


6. Voor de plantkunde heeft men eveneens getracht 
wiskundige vergelijkingen te geven voor in de natuur voor- 
komende vormen. In een boekje van Bodo Habenicht: 
Beiträge zur mathematischen Begründung einer Morphologie 
der Blätter (Berlin, Otto Salle, 1905) worden voor den vorm 
van bladen vergelijkingen opgesteld, waarin cosinussen op- 
treden, bijv. : 


r=4 cos p — 2 cos 9 p cosi p; 
1 + cos gp 
1 +cosl0g ’ 


rs == 30 + 10 (cos 2 p + 2 cos 3 p); enz. 


7. In 1895, 1902, 1904 heeft H. Brocard te Bar-le-Duc 
(Frankrijk) in de Intermédiaire des Mathématiciens de aan- 
dacht gevestigd op de figuren, die door de zaden der zonne- 
bloem gevormd worden. Voor hen, die in het onderzoek 
belangstellen, stelde (en stelt) de heer B. een fraaie photo 
beschikbaar van 17 X 29 cM.…. Naar deze photo zijn door 
bemiddeling onzer redactie kleinere afdrukken gemaakt, 
zooals de hierbij gevoegde, waarop zeer duidelijk twee 
groepen van kromme lijnen waarneembaar zijn; op een 
enkele plaats is het beloop daarvan eenigzins gestoord door 
invloeden, die voorloopig wel niet onder het bereik der 
„wiskunde zullen komen. Deze afdruk is ook opgenomen 
in het bovengenoemde boek van Dr. Naber. 

Naar aanleiding van de correspondentie onzer redactie 
met den heer B. stelde deze zijn vraag opnieuw in de 
Intermédiaire 1908, waarop antwoord inkwam van onzen 
landgenoot J. W. N. Le Heux (bladz. 173, vraag 524). Deze 
laat de cardioïde 


r=3H-2c05%3p; r=5 


oe =a(l + cos w) 
om zijn keerpunt draaien, en wijzigt ze eenigzins door 
Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 4 
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invoering van vier parameters, zoodat hij verkrijgt: 
L—=ACOSP + beos2p, yY=esingp + dsin2gp, 
waarbij een derde vergelijking 
2 == Ee GOS p 
gevoegd wordt. Daardoor kan men een unicursale kromme 


verkrijgen, die goed overeenkomt met de krommen der 
zonnebloem, en wel door te nemen: 


== 2COS Pp J- COS 2 gp, 
y=?2sinp + sin 2 gp, 
z=}C0S2g. 
De heer Le Heux is tot zijn oplossing gekomen door uit 
te gaan van de figuren van Lissajous. 


8. De in het voorgaande vermelde studies bevatten wel 
is waar wiskunde toegepast op voorwerpen uit de natuur, 
doch raken feitelijk alleen de buitenzijde en niet het wezen 
der zaak. Een natuurhistoricus zal ze waarschijnlijk met 
meer of minder geringschatting terzijde leggen. 

Uit een wiskundig oogpunt zijn de verkregen uitkomsten 
ongetwijfeld belangwekkend, omdat ze aanleiding geven 
tot verdere onderzoekingen, doeh voor de kennis der natuur 
zijn ze vrijwel waardeloos, en in geenen deele kunnen ze 
beschouwd worden als een grondslag te vormen voor een 
wiskundige natuurbeschouwing. 

Om tot zulk een beschouwing te kunnen geraken, zou 
men wiskundig moeten vaststellen hoe de deelen, die de 
zaden dragen, geplaatst zijn rondom den stengel, en op 
welke wijze de zaden elkander wegdringen. Deze vast- 
stelling zou niet moeten geschieden door metingen aan 
eenige bloemen, maar door logische gevolgtrekkingen uit 
verschijnselen, die bij planten in ’talgemeen worden waar- 
genomen, en die door wetten der mechanica verklaard 
kunnen worden. 

In die richting voert het werk van G. van Iterson, Jun.: 
Mathematische und mikroskopisch-anatomische Studien über 
Blattstellungen nebst Betrachtungen über den Schalenbau 
der Miolinen (Jena, Gustav Fischer 1907, 381 bladz., 16 
platen) dat zich ten doel stelt: „die beschriebenen zahlen- 
mäszigen Eigentümlichkeiten der Blattstellungen aus be- 
stimmten, kontrollierbaren Beobachtungstatsachen zu er- 
klären.” 

De schrijver beperkt zich tot deze vraag, omdat de meer 
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algemeene vraag: „om welke redenen de bladstand bij een 
of andere plantsoort moet zijn, zooals men ze waarneemt”, 
voorloopig nog niet beantwoord zal kunnen worden, daar 
omtrent de wetten, volgens welke de celdeeling plaats 
heeft, de oorzaken, welke tot die celdeeling aanleiding 
geven, de erfelijkheid van eigenschappen, enz., niet vol- 
doende genoeg bekend is om een theorie te kunnen op- 
bouwen. 

In het le gedeelte van het boek (190 bladz.) worden 
wiskundige beschouwingen gegeven (zonder hoogere wis- 
kunde), in hoofdzaak over stelsels van elkander rakende 
cirkels op platte vlakken, en op cilinder- en kegelopper- 
vlakken, ter inleiding van het 2e gedeelte (100 bladz.): 
Botanische Anwendungen, waarin de hypothese gesteld 
wordt: „Die Umrisslinien der Ansatzstellen. ganz junger 
seitlicher Organe sind meistens Kreise auf einer Kreiskegel- 
fläche, d. h. Raumkurven, welche derart sind, dass sie 
wirkliche Kreise darstellen, wenn sie mit dieser Flache 
auf einer Ebene abgerollt werden.” 

In het 3e gedeelte wordt besproken, dat de samen- 
stelling van de schalen der Miolinen (Foraminiferen) geheel 
overeenstemt met bladstand van planten, zoodat eenzelfde 
theorie beide kan omvatten. 

9. In zijne voorrede noemt de heer v. L. de gouden snede 
(verdeeling in uiterste en middelste reden, waarover ook 
Dr. N. telkens spreekt): „Bildet ja das Auftreteu des 
„Goldenen Schnittes in der Natur eine Erscheinung”’, über 
die man schon seit Jahren nachdenkt; und sind es nicht 
eben die höheren Blattstellungen, bei welchen man diesen 
Schnitt am schönsten und sichersten beobachtet”, terwijl 
ook in zijn berekeningen het bekende grootste stuk eener 
in wm r verdeelde lijn optreedt (0.61808...). 

In verband hiermede kan gewezen worden op een boekje 
(87 bladz.) van Paul Iwan Helwig: „Eine Theorie des 
Schönen, mathematisch-psychologische Studie” (Amsterdam, 
Delsman &. Nolthenius, 1897). Ook hierin wordt over de 
„gouden snede gesproken, en aangetoond, dat voor: ons 
schoonheidsgevoel een factor (0.62 ....) maatgevend is, die 
zeer weinig verschilt van het bovengenoemde getal, zoodat 
men ten onrechte de gouden snede beschouwt als schoon- 
heidsfactor. 

10. Het voorgaande samenvattend kan gezegd Oe 
dat er thans twee richtingen zijn: 
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le. die van den zuiver wiskundige, welke zich door het 
zien van lijnen en oppervlakken in de natuur aangespoord 
voelt tot het onderzoek van wiskundige kromme lijnen en 
oppervlakken, die gelijkenis vertoonen met de andere; 

2e. die van den natuurhistoricus, welke zoekt naar de 
grondoorzaken voor. het ontstaan van de vormen, zooals 
men ze waarneemt, en die oorzaken met hun gevolgen 
wiskundig wil nagaan. / 

De eerste richting heeft voor de natuurbeschouwing niet 
de minste waarde, maar kan leiden tot nieuwe vormen en 
nieuwe constructies; de tweede vereischt de samenwerking 
van natuuronderzoeker en wiskundige, zoo mogelijk in éen 
persoon vereenigd. 

Voor studies, zoowel in de eene als in de andere richting, 
stelt het W.T. gaarne ruimte beschikbaar. 


Over de eindcijfers der vierkanten 


DOOR 


H.G. A VERKAART, Bokstel. 


LL. 1 eindcijfer. 


Als een getal eindigt op 
Oi cd Se Bedr Ord OER 
eindigt het vierkant daarvan op 
ln LA, NGT AEO AO ALD OL ME 
Hieruit vloeien onmiddellijk de volgende stellingen voort: 
1. Alle machten van getallen, eindigende op O, 1, 5 of 
6, eindigen ook op deze cijfers. 
2. De vierkanten van twee getallen, wier som een 10 
voud is, eindigen op hetzelfde cijfer. 
8. Als p een geheel getal is, eindigt #2 + p op 0, 2 of 6. 
4, Hetzelfde is het geval met p2—p. 
5. Trigonaalgetallen kunnen niet uitgaan op 2, 4, 7 of 9. 
6. Getallen van den vorm p?+-p—-1 zijn nooit door 
5 deelbaar. 
7. Getallen van de gedaante p? Hp +2 zijn ook Reel 
deelbaar door 5. 
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8. Evenmin getallen van den vorm 2p2 1. 
Deze eigenschappen kunnen, zooals van zelf spreekt, 
ook rechtstreeks bewezen worden. 


IL. 2 eindcijfers. 


Is het laatste cijfer een O, dan is het voorlaatste 
ook een 0. 

Is het laatste cijfer een 5, dan kan het grondgetal voor- 
gesteld worden door 10p + 5, zoodat het vierkant van den 
vorm 100p? + 100p + 25 is, dus eindigt op 25. 

Is het vierkant even, dan is het een 4-voud. 

Is het laatste cijfer dus een 4, dan is het cijfer der tien- 
tallen even; is het laatste cijfer een 6, dan is het cijfer 
der tientallen oneven. 

Is het vierkant oneven, dan is het grondtal oneven, dus 
van den vorm 2p +1. Het vierkant is dan van de gedaante 
Ap? + 4p d-1, bijgevolg een 4voud + 1. Het cijfer der 
eenheden is 1, 5 of 9, dus steeds een 4-voud + 1, zoodat 
het cijfer der tientallen steeds even moet zijn. 

De volgende paren eindcijfers zijn dus alleen mogelijk: 


00 
25 
04, 24, 44, 64, 34 
16, 36, 56, 76, 96 
Gro 4 el 81 
09, 29, 49, 68, 39. 


HI. 8 eindcijfers. 


Eindigt het vierkant op 00, dan moet het derde cijfer weer 
het eindcijfer van een vierkant zijn, dus 0, 1, 4, 5, 6 of 9. 

Over het cijfer der honderdtallen van andere even vier- 
kanten valt niets te bepalen. 

Eindigt het vierkant op 25, dan is het, zooals boven is 
opgemerkt, van den vorm 100p2 + 100p + 25. 

Hiervoor kan men schrijven 100 (p? + p) + 25. Het cijfer 
der honderdtallen is het eindcijfer van p2 + p, dus (zie I) 
0, 2 of 6. 

Elk oneven vierkant is van den vorm 4p2J4p-1, 
waarvoor kan geschreven worden 4p (p+-1)+1. Daar 
p(p+-1) het product van twee op elkaar volgende ge- 
tallen is, is dus elk oneven vierkant een 8voud + 1. 

De beide eindciĳfers die (zie II) steeds een 4voud + | 
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vormen, kunnen zijn een 8-voud + 1 of een 8voud + 5. 
In het eerste geval vormen de honderdtallen een 8-voud en 
is het cijfer der honderdtallen dus even, terwijl in het 
laatste geval de honderdtallen een 8-voud + 4 moeten zijn, 
waarvoor een oneven cijfer vereischt wordt. 

Bij Ol, 41, 81, 09, 49, 89 behoort dus een even cijfer 
der honderdtallen. 

Bij 21, 61, 29 en 69 behoort een oneven cijfer der 
honderdtallen. 

Bij 25 als 8-voud —+ 1 behoort, zooals ook boven ge- 
bleken is, een even cijfer der honderdtallen. Dat in dit 
geval dat cijfer nooit 4 of 8 kan zijn, kan ook als volgt 
worden aangetoond. Het grondtal kan zijn een 25-voud, een 
25-voud + 5 of een 25-voud + 10. Het vierkant is dus een 
125-voud, een 125-voud + 25 of een 125-voud + 100. 

Aan deze voorwaarde voldoen wel de stellen 025, 225 en 
625, maar niet 425 en 825. 


IV. 4 eindcijfers. 


Eindigt het vierkant op 00, dan moeten de twee volgende 
cijfers samen weer de eindcijfers van een vierkant zijn, 
dus een der 22 stellen, onder IL genoemd. 

Over het 4de cijfer van oneven vierkanten valt niets te 
zeggen. Wat onder [IL over het derde cijfer gezegd is, is 
ook voor het 4de voldoende. Noemen we het getal, gevormd 
door de tientallen en eenheden, het eerste paar eindcijfers 
en dat, gevormd door de duizendtallen en honderdtallen, 
het tweede paar, dan kunnen we dus zeggen, dat indien 
bij een oneven vierkant het eerste paar eindcijfer een 
8-voud + 1 is, het tweede paar van de gedaante 4p of 
4pJ-2 is, terwijl ingeval het eerste paar een 8-voud + 5 
is; het tweede paar de gedaante 4p +1 of 4p J-8 heeft. 
Om bij even vierkanten «ver het tweede paar eindcijfers te 
kunnen oordeelen maken we gebruik van de rest bij deeling 
door 16. Een even vierkant is een 16-voud of een 16-voud + 4. 
Dit is gemakkelijk af te leiden uit de waarheid, dat elk 
even getal een 8-voud, een 8-voud +2 of een 8-voud + 4 
is. Ook kan men zeggen: deelt men het even vierkant 
door 4, dan moet het quotient weer een vierkant, dus van 
den vorm 4p of 4p +1 zijn. 

Het eerste paar eindcijfers van een even vierkant is 
steeds een 4-voud; nu zijn er 4 gevallen: 
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a) het eerste paar eindcijfers is een 16-voud. 
b) het is een 16-voud + 4. 
c) het is een 16-voud + 8. 
d) het is een 16-voud + 12. 


a) Vormt het eerste paar eindcijfers een 16-voud, dan 
moet 100 X het 2de paar een 16-voud of een 16-voud + 4 
zijn, dus het getal is van den vorm 4p of 4p +1. Dit is 
dus het geval met de eindcijfers 16, 64, 96. 

b) Vormt het eerste paar eindcijfers een 16-voud + 4, 
dan is 100 X het 2de paar een 16-voud of een 16-voud — 12 
en het getal van den vorm 4p of 4p +8. Dit geldt voor 
de eindcijfers 04, 56, 84. 

c) Is het eerste paar eindeijfers een 16-voud +8, dan 
moet 100 X 2de paar een 16-voud + 8, dan moet 100 X het 
2de paar een 16-voud +8 of een 16-voud + 12 zijn, dus 
het getal is van den vorm 4-2 of 4p +3. Dit is zoo 
bij de eindcijfers 24 en 56. 

d) Is het eerste paar eindcijfers een 16-voud + 12, dan 
moet 100 X het 2de paar een 16-voud + 4 of een 16-voud + 8 
zijn en het getal is van de gedaante 4p-1 of 4p +2. 
Dit is het geval bij de eindcijfers 44 en 76. 

Vatten we het bovenstaande over de 4 eindcijfers van 
een vierkant samen, dan blijkt, dat een vierkant kan uit- 
gaan op de volgende stellen van 4 cijfers: 


4 
DG | Ol, 41, 81, 09, 49, 39, (25). 


äpral) 
del 21, 61, 29, 69. 
4 p ) 
dpi) 
4 p 

EE | 04, 84, 36. 

Ap 2 

EEE 

Api 

RG 

Bij het getal 25, dat tot de eerste groep behoort, moet 


opgemerkt worden, dat het getal 4p of 4p +2 niet op 
4 of 8 mag uitgaan. Omtrent de eindcijfers 00 is boven 


64, 16, 96. 
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reeds het noodige gezegd. De resultaten, in het boven- 
staande opstelletje verkregen, vindt men aanschouwelijk 
voorgesteld in eene „Tabel, aangevende de laatste 4 cijfers, 
die bij een kwadraat kunnen voorkomen”, welke gevonden 
wordt op bladzijde 40 en 41 van het werkje: „F. J. Vaes, 
Onbinding in factoren” (Amsterdam, A. Versluys). 


Nieuwe hulpmiddelen voor het onderwijs. 


1. Toestel bij het onderwijs in de Kosmografie. 


Bij het onderwijs in de Kosmografie levert de plaats- 
bepaling aan den hemel vooral van zon en maan, voor de 
leerlingen dikwijls bezwaren op. 

Men kan de voorstelling wel tegemoet komen door een 
teekening op het bord of desnoods op een bol, maar meer 
dan de beste teekening helpt een toestel waarbij de leer- 
ling alle astronomische grootheden voor zich ziet. ‘ 

Te dien einde wordt door mij sedert twee jaar met zeer 
veel succes een toestel gebruikt, dat misschien ook voor 
sommige collega’s van nut kan zijn, aangezien het beter 
voldoet dan anderen die mij bekend zijn. | 

Het toestel bestaat uit een eenvoudige tafel met rond 
blad, dat door lijnen van uit het midden in sectoren van 
b.v. 10° verdeeld is. 

In het midden van het blad kan een cirkelvormige 
opening worden gelaten. Dit blad kan het horizontale vlak 
van de waarnemingsplaats voorstellen. 

Een hoepel NTZN, eveneens in graden verdeeld, van 
dezelfde afmeting als de omtrek van de tafel wordt in 
twee punten N en Z aan de tafel bevestigd, zoodat het 
vlak van de hoepel loodrecht op het vlak van de tafel 
staat. Deze cirkel kan dus de meridiaancirkel voorstellen. 

In deze hoepel wordt een ijzeren staafje PP, als middel- 
lijn aangebracht, dat een hoek van 52° maakt met het 
vlak van de tafel, om voor onze breedte de hemelas voor 
te stellen, 
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‚Om de voorstelling van den leerling nog meer tegemoet 
te komen kan men het laatstgenoemde staafje door de 
polen van een eenvoudige kleine bordpapieren aardglobe 
brengen en door middel van een moertje zorgen dat het 


vlak van de tafel juist door het middelpunt van de 
globe gaat. 

Een tweede hoepel AWQO van stevig ijzerdraad van 
dezelfde grootte als de eerste wordt in het Oost- en West- 
punt van den horizon bevestigd met het vlak loodrecht op 
den hemelas. Deze cirkel stelt dus den aequator voor en 
kan dienen de baan van de zon op 21 Maart en 23 Sep- 
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tember aan te geven. Twee evenwijdige cirkels OK; W, 
en O,K;Ws aan beide zijden op 231/,° afstand stellen de 
keerkringen voor. 

Met deze drie cirkels valt het gemakkelijk de baan der 
zon aan den hemel gedurende het jaar te beschrijven. De 
cirkels kunnen tevens dienen de beweging van 3 verschil 
lende sterren aan den hemel aan te wijzen. En nog meer 
wordt ze van nut bij de beschrijving van de beweging 
van de maan. 

Door twee kartonnen halve cirkels OAW en OK, W zoo- 
als er een aan de voet van het toestel staat kan van de 
stand van den aequator en ecliptica worden aangegeven. 

Voor de bepaling van hoogte, azimuth, declinatie, rechte 
klimming en uurhoek worden twee kwartcirkels TSH en 
PSD die in ’t zenith T en den pool P draaibaar zijn, ge- 
bruikt. De parallaktische driehoek PTS en zijn elementen 
worden daardoor zeer aanschouwelijk. 

Het zal duidelijk zijn dat het toestel bij vele kosmo- 
grafische kwesties een duidelijke voorstelling aan den leerling 
kan verschaffen. 

Zoo men dit wenscht kan het toestel kant en klaar 
door W. A. Wissink, amanuensis der H.B.S. te Delft, 
die het ook voor mij maakte, tegen f 16 worden geleverd. 

Delft. Dr. Je COA 


2. Een handig teekenbord, 


Door de firma OrroKkAR SKRIVAN in Krippen a/d Elbe 
wordt sedert een aantal jaren onder den titel Auturgem 
een teekenbord in den handel gebracht, waarop zeer ge- 
makkelijk is te spannen. Het is een bord met een raam, 
die door een scharnier verbonden zijn, en die na het 
inleggen van het papier (nat of droog), op eenvoudige wijze 
vast aan elkander worden bevestigd. Vooral de kleinere 
formaten zijn zeer geschikt voor kleine teekeningen, bijv. 
voor beschrijvende meetkunde, en voor het doen teekenen 
in een klasse. 

De bestaande 20 formaten gaan van 250 X 170 mM tot 
1150 X 750 mM binnenafmetingen van het raam, in 
prijzen van 3.20 tot 20 Mark per bord. 


3. Driehoeken met hoekverdeeling. 
Dezelfde firma maakt ook teekendriehoeken met centi- 
meterverdeeling, en met hoekverdeeling. Met behulp van 
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één driehoek kan men alle hoeken teekenen, ook rechte 
hoeken (zonder de twee rechthoekszijden te gebruiken), 
terwijl ook streepjes zijn aangebracht, die het mogelijk 
maken een ellips te teekenen. De prijs is 20, 25, 30, 55 
pfenning per stuk. 


4. Een veranderbare vierhoek. 


De firma Ferrrx Neustadt, Dresden-Niederlössnitz brengt 
een vierhoek in den handel, waarvan zoowel de zijden als 
de diagonalen verlengd kunnen worden. Daardoor kan men 
alle mogelijke vormen van vierhoeken er mede vormen: 
vierkant, rechthoek, ruit, trapezium, pijlvierhoek, paral- 
lelogram, willekeurige vierhoek. Bij het onderwijs in de 
meetkunde kan het instrument zeer goede diensten be- 
wijzen. De prijs is een paar Mark, 


Rotterdam. Bieder VARSS 


Dit Buitenlandsche Tijdschriften. 


96. Mededeelingen omtrent Wiskunde-Onderwijs. 


1. Uit het voorschrift van 8 April 1908 betreffende het 
Wiskunde-onderwijs aan de Saksische „Oberrealschulen” 
_ (Hoffmann). 

Het meetkunde-onderwijs begint in Quarta met aan- 
schouwelijke ontwikkeling der grondbegrippen. De Stere- 
ometrie wordt eerst in „Untersekunda’”’, dan, verdiept en 
verbreed, met spherische Trigonometrie en leer der kegel- 
sneden in „Unterprima’” behandeld. In de „Oberprima’’ wordt 
analytische meetkunde gegeven. 

„Die Schüler bis in die Grundbegriffe der Infinitesimal- 
rechnung zu führen, ist gestattet, wenn die günstige 
Zusammensetzung einer Klasse sicheren Erfolg erspricht. 

Voor Algebra in de „Obersekunda”: Empirische Abbildung 
geeigneter Gleichungen auf karriertem Papier. Wurzeln der 
Gleichungen bei solcher Abbildung. Abbildung der Gleichung 
y==logv an geeigneter Stelle, enz. In „Oberprima’’: die 
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Kubischen Gleichungen in Knapper Behardlungsweise, der 
binomische Lehrsatz; die Exponentialreihe; der Moivresche 
Lehrsatz; Aufgaben über Maxima und Minima. 

Eenige algemeene wenken zijn toegevoegd: waarschuwing 
tegen gekunstelde en opzettelijk gecompliceerde opgaven; 
letten op het practische leven. 

2. Uit het leerplan van 1906 voor de Russische middel- 
bare scholen: Analytische meetkunde tot aan de kegel- 
sneden. Theorie der limieten en toepassing daarvan op 
cirkelomtrek en- oppervlak, kegel en bol. Grenswaarde van 
sin x 


voors Old. van(1+ _) voor n= OO. Natuur- 


lijke logarithmen. 

Onaf hankelijke en afhankelijke veranderlijken, expliciete 
en impliciete functies. Continuiteit. Graphische voorstelling. 
Differentiaal-quotient eener functie, beteekenis daarvan in 
meetkunde en mechanica. Differentieering van sommen, ver- 
schillen, producten en quotienten; functies van functies; 
inverse functies. Differentiatie van 2”, a”, log a, sin x, enz. 
Theorema van Rolle. Toename en afname eener functie. 
Raaklijn en normaal bij ellips, hyperbool en parabool. Begrip 
„bepaalde integraal’; toepassing op inhoudsvinding. Onbe- 
paalde integraal. 

3. Discussie in de „Berliner Mathematische Gesellschaft”. 
20 Januari 1909. 

Alle sprekers, waaronder een natuurkunde-leeraar, waren 
voor de „Kleinsche Reform”. Met de nieuwste leerboeken 
(Behrendsen—Götting, en Lesser) toonde men zich minder 
ingenomen; gewezen werd op de goede, oude boeken van 
Gallenkamp en van Mehler (dit laatste bewerkt door Schulte- 
Tigges). 

4. Discussie tusschen den hoogleerear Study en Schülke 
over de invoering der Infinitesimaal-rekening op de middel- 
bare school (Hoffmann). 

Study verklaart te zijn tegen systematisch onderricht in 
de D. en L. R. met afzonderlijke wren. Hij beweert dat de 
principes van dit vak te moeilijk zijn, dat de resultaten 
die men verkrijgt niets dan dressuur is; velen werken ook 
heel goed met negatieve getallen, zonder dat ze in het 
wezen daarvan een goed inzicht hebben (consequent rede- 
neerende zou Study dan ook tegen dat onderricht moeten 
zijn. Ref.) De opvoedende waarde van half-juiste (dus 
onjuiste) of van verkeerd begrepen argumentatie wordt 
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door hem, en door meerdere universiteits-leeraren, be- 
twijfeld. Om enkel routine gaat het niet. Daarbij komt 
nog dat het Staats-examen geen waarborg geeft voor be- 
voegdheid tot systematisch onderwijs in D. en Il. Als Klein 
zegt dat men het in het begin met de strengheid zoo 
nauw niet nemen moet, zegt hij: „Principiis obsta!” 
(d.i. pas op voor den eersten stap). Bewijzen zijn goed of 
valsch, daartusschen is er niets. 

Intusschen bedoelt hij niet dat dergelijke dingen op de 
„middelbare school geheel genegeerd moeten worden. De 
school van Klein wil veel goeds, maar ze gaat te ver. Er 
is veel voor om, in sommige eenvoudige gevallen bij Ana- 
lytische meetkunde of bij den vrijen val de principes der 
Inf. rekening te behandelen, mits men niet incorrect, of 
boven het begrip van den leerling ga generaliseeren. Veel 
nut hebben ook graphische voorstellingen; het onderwijs 
daarin moest verplicht zijn, te meer omdat het zonder 
vermeerdering van het aantal lesuren gegeven kan worden. 

Schülke antwoordt hierop: 

Dat de leerling op de middelbare school voorloopig. iets 
onvolledig leert, om het later op de hoogeschool uitgebreider 
en nauwkeuriger te leeren, komt bij alle vakken voor. 
Verder: wij hebben toch al een vermomde Differentiaal- 
rekening bij de behandeling der raaklijnen, bij die der 
snelheden, een vermomde integraalrekening bij inhouden 
(en bij de bepaling van den weg van eene eenparig ver- 
melde beweging, had Schülke er bij kunnen voegen. Ref). 
Wat de strengheid betreft, iedere oudere mathematicus 
weet dat hetgeen vroeger voor streng doorging, het nu 
niet meer is, en ook de tegenwoordige „strenge’’ bewijzen 
zullen later weêr door scherpere vervangen worden, want 
de wetenschap staat nooit stil. Mach zegt dat in de school 
klaarheid en aanschouwelijkheid op den voorgrond staan, 
dat bij iedere stelling geen wetenschappelijke onaantast- 
baarheid te verlangen is (ware dit wèl het geval, dan kon 
men het geheele wiskunde-onderwijs op de middelbare 
school wel opruimen. Ref.. Hoe dikwijls zijn wiskundige 
stellingen niet eerder gevonden dan de bewijzen! Was 
„Euler geen mathematicus omdat zijn bewijzen bij benade- 
ring niet aan onze tegenwoordige eischen voldoen? 

5. Discussie van de voorstellen der Italiaansche onder- 
wijs-commissie in de Vereeniging „Mathesis” van Italiaansche 
wiskunde-leeraren, op 17 Oct. 1908. 
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De volgende voorstellen werden met algemeene stemmen 
aangenomen (alleen bij het laatste stemde Veronese tegen). 

1°. Het onderwijs in de Wiskunde (op de middelbare 
school) moet in tweeën verdeeld worden. 2°. Het eerste 
gedeelte moet een empirisch-intuitief karakter hebben, moet 
abstracte bepalingen vermijden; het tweede gedeelte moet 
de zóó verkregen begrippen slechts voor de definities en 
axioma's gebruiken, verder echter een gesloten, zuiver 
deductief ontwikkeld systeem geven, onder onafgebroken 
contact met de practische toepassingen. 8e, De belang- 
rijkste begrippen der D. en Il. R. en hun toepassingen op 
Meetkunde en Physica moeten ingevoerd worden. 

6. Internationale commissie voor hervorming van het Wis- 
kunde-onderwijs. De sub-commissies zijn in de meeste staten 
gevormd. Voor ons land geeft de „Enseignement” alleen 
Prof. Cardinaal aan. Vooral in Duitschland en in Noord- 
Amerika wordt de zaak breed opgezet. Het bestuur hoopt 
dat alle sub-comités hun rapporten Se 1 Febr. 1910 
zullen inzenden. (Hoffmann). 

7. Onder directie van Tannery en Borel is aan de „Ecole 
normale supérieure” toegevoegd een laboratorium voor 
wiskunde-onderwijs. Dit is begonnen met eene kleine ver- 
zameling houten en cartonnen modellen te maken. Een 
eerste serie. verduidelijkt de, inhoudsbepaling voor het 
paralellepipedum en de pyramide, vergelijking van rechten 
cilinder en recht prisma met scheeve dito. Andere modellen 
verduidelijken de symetrie bij kubus en octaëder, octaëder 
en tetraeder beschreven in een kubus, theorema van 
Dandelin, enz. Verder is er een rekenmachine, en is men 
in onderhandeling over den aankoop van instrumenten voor 
landmeten en voor geodesie. (Enseignement 1909). 

C. A. Crkor. 


97. Een „posthume” brief van Mannheim. 


Zooals bekend is heeft de redactie v. d. Enseignement 
vóór eenige jaren een enquête gehouden over de manier 
van werken door wiskundigen *). 

Mannheim had naar aanleiding daarvan een brief ge- 
schreven, dien de familie onder zijn papieren Eron 
en afgestaan heeft aan de Enseignement. 


*) Zie W.T, 5en jg., bladz. 104, en len jg., bladz. 155. 
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Zie hier de meest opvallende uitingen: 

Wat mij betreft, kan ik onmiddelijk zeggen dat ik langs 
meetkundigen weg en daar langs uitsluitend, gekomen ben 
tot de meetkundige waarheden die ik ontdekt heb. 

Als de gestelde problemen een analytische en een meet- 
kundige oplossing toelieten, heb ik de laatste altijd gezocht. 
(Naar aanleiding hiervan deze aanhaling uit J. J. Rousseau: 
Je n'aimais point cette manière d’opèrer sans voir ce qu’on 
fait; il me semblait que résoudre un problème de géométrie 
par les équations, c'était jouer un air en tournant une 
manivelle””). 
| . Op weg van het instituut naar huis (afstand van een 
_ half uur) zocht ik uit het hoofd meetkundige vraagstukken. 
Dat heeft mij aan deze manier van werken gewend. Volgens 
mij is het heel goed zonder figuur te werken, want zóó- 
doende vervalt alles wat voor de oplossing onnoodig is, 
en men moet vóór alles zoeken te vereenvoudigen. Door 
oefening krijgt men zoo’n ruimteinzicht, dat het hinderlijk 
wordt een teekening vóór zich te hebben... Ik geloof 
zoomin aan het toeval als aan de inspiratie bij wiskundige 
ontdekkingen. Als men in een nasporing opgaat, heeft er, 
naast het bewuste, gewilde werken, een onbewust werken 
plaats. Het resultaat van dat werk, als het te voorschijn 
komt, noemt men toeval of inspiratie. Dit onbewust werken 
heeft over ’t algemeen plaats gedurende den slaap... Ik 
was niet bang voor het leven (bruit), maar ik zocht het 
op; dikwijls ben ik dan ook op een omnibus geklommen, 
zonder bepaald doel, omdat de lawaaierige trilling, het 
leven, mij hielpen bij mijn oplossing... Ik betwijfel dat 
mijn werkmethode die van iemand anders zal wijzigen. 


C. Enseignement mathématigue, Mei 1909. 
In aansluiting hierbij kan een lezing van Poincaré ver- 
meld worden: „L’invention mathématique’, geschreven 


vóórdat de uitkomsten der Enquête werd bekend gemaakt. 

Volgens P. geeft het bewuste denken een richting aan, 
“waarin het onbewuste denken voortgaat, om plotseling 
een resultaat te geven, dat in den regel goed is, maar 
dat door een opnieuw bewust denken nader moet worden 
onderzocht. Zed. 


98. De afgeleide der functie y —= x”. 


Voor alle waarden van me, zonder gebruik te maken van 
‘het binomium (daardoor kan men later dit afleiden uit de 
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reeks van Maclaurin, zonder in de fout te vervallen die 
referent wel eens heeft zien maken: het diff. quot. van z” 
opmaken met behulp van het binomium, en dan uit het 
theorema van Maclaurin, door gebruik te maken van die 
afgeleiden, het bin. halen !). 


Zi 
Stel: y=xt, dan is ya en Vo =d 


dus u EAT yo pe at ve De of 


eel en ze, ee, zal 
142) (u ae me Yot val) =— (%1-—%2) (er? + B Os xd ) 
waaruit: 


LY (voorr ==) 


yi =lim. 
% — Lg 


Voor xj =%—=% heeft men 4, = 4 =Y. 


Er Ge 
Bovendien yÎ = a! dus ten slotte: 
p geek 
ls 0 
/ q 


Op soortgelijke manier handelt men als de coëfficient van 
x negatief is. 
C. Hoffmann, Januari 1909. 


99. Het zwaartepunt Z van een afgeknot driezijdig prisma 
ligt op de lijn die het zwaartepunt M van de zes hoek- 
punten verbindt met het zwaartepunt g van de drie op- 
VAER 3 
AMA / 

De schrijver wijst er eerst op dat het vlak door de mid- 
dens der opstaande ribben het zwaartepunt Z moet be- 
vatten, omdat het een diametraal vlak is voor de lijnen 
evenwijdig met die ribben. Verder past hij bij het bewijs 
toe, dat het lichaam de som is van drie tetraëders, die 
resp. gelijk zijn aan de tetraëders die het grondvlak tot 
grondvlak hebben, en hun toppen in de bovenhoekpunten, 
en verder dat het zwaartepunt van een tetraëder samen- 


staande ribben; men heeft verder: 
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valt met dat van vier gelijke gewichten, in de hoekpunten 
geplaatst; hier moet men natuurlijk voor de verschillende 
tetraëders die gewichten evenredig nemen met de lengten 
der opstaande ribben. 

(Caronnet, in „Journal des math. élém. 1909). 


100. Betrekking in den driehoek. 
a cos (B—C) + b cos (C—A) + ccos(A—B) =2R. 2 sin A cos (B—C) = 


—_ IR. 2 sin 2A =8Rsin A sin B sin CS 
F A E Ook meetkundig is dit in te 
KE NE EES LORE TO | . 
0 hea eZIen: | 
Ri i Zij M het middelpunt van den 
ET _{p omgeschreven cirkel van A ABC 
B rc Er worden door de hoekpun- 
DAN ten lijnen evenwijdig met de 
dd / overstaande zijden getrokken. 
Nn MP zij verder loodrecht op DE. 
Dan is: 
MP = MCO sin MCP = R sin (90 — B + A) = R cos (A—B): 


Dus 
A DEF = 41 = 2 cR cos (A—B) = R. 2 c cos (A —B). 
Q. Knowles. Repr. Ed. Times. 1908, XIII, Question 9000. 


101. Eigenschap van de machtlijn. 


De machtlijn C4 van 
twee cirkels M en N ligt 
op gelijke afstanden van _ 
de poollijnen Ax en By 
van de middelpunten van 
elken cirkel ten opzichte 
van den anderen. 

Men heeft: 
2MN X MC = MN? + R?2 — 7? 
2MN X MA = 2R? 


es 
2 MN X AC = MN2— R?2—7r2 == 2MN X BO 
BUS Ges BO. | 
Q. Beard. Repr. Educ. Times. XIII. 1908 Question 16253. 
Wiskundig Tijdschrijft, 6e Jaargang. 5 
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102. Eigenschap van een veelhoek. 


In een veelhoek vereenigt men elk hoekpunt met het 
midden van den diagonaal, die de naastbij gelegen hoek- 
punten vereenigt. Als „— 1 dezer lijnen door één punt 
gaan, dan gaat hierdoor ook de „de. 

Laat in elk hoekpunt krachten aangrijpen evenredig met 
de zijden en in de richting van de zijden, die in dat hoek- 
punt samenkomen. Dit stelsel krachten zal dus in even- 
wicht zijn. De resul- 
tante van twee krach- 
ten aan elk hoekpunt 
is dus evenredig met 
de lijn waarvan hier- 
boven sprake was. 
Gaan er dus ”— 1 
krachten door één 
punt dan moet, daar 
er evenwicht is, ook 


de „de kracht door dat punt gaan. 
Qq. Solidus. Educ. Times. 1908. Quest. 16861. 


103. Eigenschap van het zwaartepunt. 


Als Z het zwaartepunt is van massa’s 
a, B en 7 in de hoekpunten A, Ben C 
van een driehoek geplaatst en een rechte 
door Z snijdt AB in M en AC in N, dan 
AML D Ne geldt de betrekking: 


«. AM. AN — f. AN. MB + 7. AM. NC 


Zij D het zwaartepunt der massa’s a en 7 dan isin A ABD 
B. AN. BM —= (a +7). AM. DN. == «. AM. DN + 7 AM. DN = 
—=a. AM. AN —a. AM. AD +7. AM. CD — 7. AM. NC 
waaruit de stelling volgt, daar AD:CD = y:a is. | 
Voor het geval a=(#=7 is de stelling, door haar in 
den vorm eener evenredigheid te brengen, ook eenvoudig 
meetkundig in te zien. 
Q. Boris. Mathesis 1908. Question d’ Examen 1873. 


104. In Periodico di Mat. XXIV, 3 brengt Paterno een 
nieuwe constructie van de gulden snee, die tevens de zijde 
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van den regelmatigen 3-, 4-, 5-, 6-, 10-, 12-, 15-, 20-, 30- 
en 60-hoek levert. 

Zij Oa—=r de lijn, die in uiterste en middelste reden 
verdeeld moet worden. Beschrijf uit O als middelpunt 
een cirkel met straal 7, uit a, en a cirkels ook met 
straal 7, verbind a, met c,‚ beschrijf uit c‚ een cirkel met 


straal ir W2 (ci — 90°, dan is Oi) — 5 ele 175) 


en ú O == (14 V5). 


Uit c‚n == 90° en a, c‚ = 60° volgt aj n == 30°. Daar a; # 
en a, (4) gelijk zijn aan de zijde van den regelm. 10-hoek, 


resp. ster-tienhoek , is a, 7 = an ema s=—= En > 360° en 


bijgevolg sa = 5 68602, 


Door geschikte aftrekking vindt men de overige aan- 
gegeven bogen. 


Om een regelm. 5- of 10-hoek te construeeren, waarvan 
a, O een zijde is, bepaalt men de punten # en (#), en trekt 
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cirkels uit a, en O met straal a, (0) == 04. Deze snijden 
elkander in een punt d, en de cirkels, die uit a, en O 
met straal a, O beschreven worden, in r en K. De punten 
d, r en k zijn hoekpunten van den 5-hoek, d, ken ò van 
den 10-hoek. K. 


Boekbespreking. 


F. Gomes TeixerRA. Traité des Courbes spéciales remar- 
guables planes et gauches. Tome IL. Coïmbre, 1909. 

Wat op bladz. 101 van den vorigen jaargang van het 
W. T. gezegd is omtrent het eerste deel, geldt ook voor 
het tweede, dat op dezelfde leest geschoeid is. Het is 
daarom voldoende een overzicht te geven van den inhoud 
van dit deel: 

Van de transcendante krommen worden behandeld: de 
logarithmische lijn, waarover Torricelli en Huyghens reeds 
schreven, en die optreedt in het probleem van Debeaune; 
de kettinglijn (velaria); de tractrix; de syntractrix ; sinus-, 
tangens- en secans-lijnen; de kromme sin (+19) |=c; 
de kwadratrix ; de elastische lijn ; de paracentrische isochrone; 
de krommen van Wallis. 

Het volgend hoofdstuk behandelt de spiralen van Archi- 
medes, van Galilei, van Fermat; de parabolische en de 
hyperbolische spiraal; de lituus (spiraal van Cotes); de 
logarithmische spiraal; die van Poinsot; de tractrix spiraal ; 
de tractrix van een cirkel; de cochleoïde; de clothoide; de 
pseudo-kettinglijn ; de pseudo-tractrix. 

Daarna volgen de algemeene parabolen en hyperbolen 
(met de bijzondere gevallen: kubische en half-kubische 
parabool), en de daarmede overeenkomende spiralen (met 


de algemeene parabool y= a Et 0 k komt overeen de 


spiraal odin en met de algemeene hyperbool 


Ik — 
% 


y—=a g komt overeen de spiraal o—=a0 kj 


Bijna 100 bladzijden zijn gewijd aan de cycloïden in hun 
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verschillende vormen, waarbij aan de hypocycloïde met 
drie keerpunten een ruime plaats is gegeven. 

Daarop volgen nog zeven hoofdstukken met verschillende 
krommen lijnen, bolliĳjnen, schroeflijnen, scheeve alge- 
braische krommen, en de polhodie en herpolhodie van 
Poinsot (uit de mechanica bekend). 

Het werk zal ongetwijfeld aanleiding geven tot verdere 
studie omtrent verschillende kromme lijnen, en tot het 
onderzoek van nieuwe krommen. 

Zeer zeker behoort het tot de standaardwerken, dat ge- 
durende geruimen tijd door wiskundigen zullen worden 
geraadpleegd. 


CARLO BourLer. Eléments de Géométrie. Géométrie plane. 
Géométrie dans l'espace. Contenant 762 Exercises. Paris, 
Librairie Hachette et Cie. 1908. 

Nadat een bepaling gegeven is van punt (stofje, eind van 
een potloodstift), van een lijn (dunne draad), van een rechte 
lijn (gespannen draad), en als eigenschappen van deze laatste 
besproken zijn, dat zij langs een andere rechte kan worden 
verschoven, en dat ze door twee punten volkomen bepaald 
is (door een naald door twee openingen in een gevouwen 
stuk carton te doen schuiven of draaien), volgt een bespreking 
van hulpmiddelen voor teekenen (teekenplank, liniaal, trek- 
pen). Daarna bepalingen van gebogen en kromme lijn, 
driehoek, vierhoek enz. 

S 2. Evenwijdige verplaatsing” bespreekt teekenhaak en 
teekendriehoeken en de wijze om evenwijdige lijnen te 
teekenen. De eigenschappen van zulke lijnen volgen dan 
vanzelf. Aan dit hoofdstuk en aan het volgende (draaïïng) 
hecht de schrijver zeer veel waarde. Zij vormen den grond- 
slag van zijn methode. 

S 3. Behandelt den hoek, den cirkel, de passer, draaiing 
eener figuur om een punt, symmetrie ten opzichte van een 
punt, het meten van cirkelbogen (90 en 100-deelig), eigen- 
schappen van hoeken, som der hoeken van een driehoek. 

Het tweede hoofdstuk handelt over symmetrie ten 
opz. van een lijn, waarna de middelloodlijn, en de bissec- 
trice van een hoek genoemd worden met daarbij aan- 
sluitende constructies. Het begrip „meetkundige plaats” 
wordt even vermeld. 

$ 2. Behandelt „afstanden.…” 

S 3. „Cirkel” geeft wat op de H.B.S. gewoonlijk (ten 
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onrechte) eerst in het begin van de 3e klasse behandeld 
wordt. Dan eerst volgen in S$ 4 de congruentie-gevallen met 
de constructies die er bij behooren. 

Na S$ 5 over parallelogram en trapezium, volgt $ 6 over 
meetkundige plaatsen en constructies, waarbij verschillende 
methoden vermeld worden. Het derde hoofdstuk bespreekt 
de gelijkvormigheid, de homothetie (ook van cirkels), de 
pantograaph, de sniĳĳlijnen bij een cirkel, de middeleven- 
redige, de sinus, cosinus, tangens en cotangens met 
oplossing van rechthoekige driehoeken, de projectiestelling 
en tegelijk den cosinusregel, den sinusregel. 

S 4, Behandelt de regelmatige veelhoeken en den omtrek 
van den cirkel. 

Het vierde hoofdstuk bespreekt oppervlakken. 

Achter elk hoofdstuk zijn een groot aantal vraagstukken 
opgegeven, gescheiden in theoretische en practische, in 
totaal 520. 

Het tweede deel — in denzelfden band — bevat de 
stereometrie: 

Vlak, snijpunt van lijn en vlak, snijlijn van twee vlakken, 
evenwijdige verplaatsing van een lichaam, waaruit even- 
wijdigheid van lijnen volgt, evenwijdige vlakken, lijn even- 
wijdig met een vlak, kruisende lijnen. 

Dan tweevlakshoek, draaiing om een lijn, symmetrie ten 
opzichte van zulk een lijn, lijn loodrecht op een vlak, 
standhoek, drievlakshoek. 

Verder: afstanden en projecties. 

Een volgend hoofdstuk behandelt prisma en pyramide, 
oppervlak en inhoud daarvan; het daarop volgende cilinder, 
kegel, en bol. 

Het aantal vraagstukken is gestegen tot 778. 

De Stereometrie wijkt blijkbaar minder af van den gang 
aan onze scholen, dan de planimetrie. Waar onze leer- 
boeken beginnen met abstracties, geeft B. dadelijk prak- 
tische aanwijzingen, betreffende de evenwijdige verschuiving 
en de draaiing, waardoor de leerlingen veel leeren zien, 
waarvan ze nut kunnen hebben. 


Festskrift til H. G. ZEUTHEN fra Venner og Elever i An- 
ledning of hans 70 aars Födselsdag, 15 Febr. 1909. Köben- 
havn, Kel. Hofboghandel Andr. Fred. Höst & Sön. 

Deze eigenaardige hulde bevat veertien verhandelingen 
over verschillende wiskundige onderwerpen, geschreven in 
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het deensch. Een kort voorbericht vermeldt Zeuthens ver- 
dienste als wiskundige en als mensch. 


R. D'ADHÉMAR. Exercises et lecons d’Analyse. 

Quadratures, Equations différentielles. Equations inté- 
grales de M. Fredholm et de M. Volterra. Equations aux 
dérivées partielles du second ordre. 

Paris, Gauthier- Villars, 1908. 

Het boek bevat opgeloste vraagstukken, bijna alle bij 
examens in Frankrijk opgegeven, en 58 opgaven. In de 
inleiding worden een aantal formules en theorema’s opge- 
somd, betreffende vlakke en ruimte-krommen, oppervlakken, 
integralen en reeksen, differentiaalvergelijkingen. Daarop 
volgen vraagstukken betreffende formules van Wallis en 
Stirling, toepassingen van de theorie der residus, getallen 
van Bernouilli; ontwikkeling van cot. «”, polynomen van 
Legendre, Besselsche functies, bêta en gamma functies, 
zêta functie. Na een andere inleiding, die determinanten, 
theorie van de potentiaal, de functie van Green, en de 
integraal van Fredholm bespreekt, volgen een paar toe- 
passingen. 

Het laatste hoofdstuk bevat het probleem van Cauchy, 
opgelost volgens Riemann, en volgens Picard (achtereen-’ 
volgende benaderingen) met toepassingen; en de integraal 
vergelijking van Volterra in verband met een probleem 
van Abel. 


Cu. ANpré. Les Planètes et leur origine. (Etudes nouvelles 
sur l'astronomie par Ch. André et P. Puiseux). Paris, 
Gauthier-Villars. 1909. 10 frs. 

Als tegenhanger van het op bladz. 98 van den 5den 
jaargang besproken werk, behandelt dit boek alle planeten 
behalve de aarde, en geeft een volledig overzicht van wat 
omtrent die hemellichamen bekend is. [ 

Na een inleiding, bevattende de wetten van Keppler, 
en van Bode, worden Mercurius en Venus te samen be- 
sproken: phasen, atmosfeer, gang over de zon, draaiing, 
ligging van de as, uiterlijk, temperatuur. Daarna wordt 
een groot deel van het boek gewijd aan Mars, waaromtrent 
nog zooveel verschil van meening bestaat, en eveneens 
wordt veel plaats gegeven aan de kleine planeten: ge- 
schiedenis der ontdekkingen; afmetingen; veranderlijke 
lichtsterkte; aantal en massa; de ring dien zij vormen; 
hun nut voor de astronomie. 
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Jupiter (banden langs den equator, roode vlek), Saturnus 
(ring), Uranus, Neptunus (ontdekt tengevolge. van de 
onregelmatige beweging van Uranus) worden afzonderlijk 
besproken. Bij laatstgenoemde planeet worden de methoden 
aangegeven volgens welke la Verrier en Adams te werk 
gingen om de plaats van het storende hemellichaam te 
bepalen. 

De satellieten worden afzonderlijk besproken; in verband 
met deze worden de massa’s der planeten afgeleid, van de 
satellieten zelve, en in ’t bijzonder van onze maan. 

Het laatste deel — zeker niet het minst belangrijk — 
behandelt de neveltheorie van Laplace; de studies van 
Roche en Darwin daaromtrent; de hypothese van Faye; 
en de studie van Stratton, welke onderstelt, dat alle 
planeten in den aanvang tegengesteld draaiden, doch door 
de vloedgolf werden tegengehouden. 

Voor het lezen van het boek is geen kennis van cosmo- 
graphie van noode. 


Ist Mathematik Hererei? Von einem preussischen Schul- 
meister. Herdersche Verlagshandlung, Freiburg im Breisgau, 
1909. 1.20 M. 


Over paedagogie zijn dikke boeken geschreven, die door 
weinigen gelezen worden. De schrijver van het vermelde 
boekje heeft echter kans gezien om in nog geen 70 blad- 
zijden op een aardige wijze een aantal voorschriften te 
geven omtrent het onderwijs in wiskunde. 

Eerst wordt gesproken over leerlingen, die geen wiskunde 
zouden kunnen leeren; dan wordt — gewoonlijk in den vorm 
van een tweegesprek — een of ander onderdeel der lagere 
wiskunde behandeld; ook wel wordt een beschrijving van 
een les gegeven. Sterk wordt de nadruk gelegd op aan- 
schouwelijkheid, en zelfwerkzaamheid. Door de eigenaardige 
wijze van voordragen leest men met genoegen, wat op 
andere wijze geschreven, ongenietbaar zou zijn. Het boekje 
kan zeer zeker ter lezing worden aanbevolen. 


Dr. A. Werrr. Sammlung Graphischer Aufgaben für den 
Gebrauch an höheren Schulen. 1 Mathematik. Gebweiler, 
J. Boltze, 1909. 

In den 5en jg. van het W. T., bladz. 104, is melding 
gemaakt van Dr, Weill's Graphische Hefte: De vraagstukken- 
verzameling van den heer W. geeft aanleiding nog eens op 
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die teekenschriften te wijzen. De vraagstukken behoeven 
niet achter elkander te worden afgewerkt, maar kunnen 
verdeeld worden over verschillende klassen. Eerst wordt 
opgegeven: punten met gegeven coördinaten te teekenen; 
temperatuurlijn; luchtdruklijn; enkele statistieken; daarna 
rechte lijn, parabool (wortels), hyperbool; derde- en vierde- 
machtskrommen (en -wortels); goniometrische, exponentiëele 
en logarithmische functies met toepassing op intrestrekening. 
Ook van eenige vergelijkingen in poolcoördinaten wordt de 
teekening gevraagd. 

Oplossing van twee vergelijkingen van verschillenden 
graad, en het bepalen van de wortels van derde- en vierde- 
machtsvergelijkingen, en van transcendente vergelijkingen 
volgen. 

Na de vermelde 350 vraagstukken, komen dan nog 180 
over de functieleer, 1e en 2e afgeleide, maximum en minimum, 
onbepaalde waarden, oplossing eener vergelijking door Newton's 
benaderingsmethode; en 1380 vraagstukken betreffende meet- 
kunde, trigonometrie, en wiskundige aardrijkskunde. _ 

Een 14-tal bladzijden geven theorie over cöordinaten, 
afgeleiden, maximum en minimum, buigpunt, enz. 

Een 9-tal figuren zijn bijgevoegd. 


Annuaire pour Van 1910, publié par le Bureau des 
longitudes. Paris, Gauthier-Villars. frs 1.85. 

Het bekende jaarboekje, dat reeds eenige malen in het 
W. T, vermeld is, bevat weder de verschillende tabellen 
voor astronomie, scheikunde en natuurkunde. Volgens 
gewoonte zijn weder een paar verhandelingen opgenomen, 
nl. B. BAiLLAUD: Notice sur la réunion du Comité inter- 
national permanent pour Pexécution photographique de la 
carte du ciel en 1909; en Cu. LALLEMAND: Les marées de 
Pécorce et l'elasticité du Globe terrestre. F. J. VAES. 


VRAAGSTUKKEN 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 April 1910. Nieuwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne ingewacht. 
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Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing, en elke mieuwe opgave een afzonderlijk 
vel papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel 
moeite besparen door: 

le onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven, 
dan een ruimte van 6 of 8 c.M. open te laten ; 

2e daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: 
oplossing van....; 

3e boven de oplossing te schrijven: (Met .… fig.) als dit 
het geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te 
voegen, elle voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens 2e en 3e. 


281. Een gelijkzijdige hyperbool te construeeren, als ge- 
geven zijn twee raaklijnen en een der asymptoten. 
Maastricht. H. v. DiNTER. 


282. Twee rechthoekige driehoeken zijn zóó op elkander 
geplaatst, dat de rechthoekszijden elkander bedekken en wel 
zoodanig, dat de kleinste rechthoekszijde van den eersten 
valt langs de grootste rechthoekszijde van den tweeden. 
Van den tweeden driehoek zijn de rechthoekszijden resp. 
gelijk aan de som en het verschil van de rechthoekszijden 
van den eersten. Te bewijzen, dat de schuine zijden elkaar 
onder een hoek van 45° snijden. 

Dordrecht. D. J. KRUIJTBOSCH. 


283. Gegeven van een kegelsnede: een raaklijn t,‚ een 
brandpunt F‚, en twee punten A en B. Gevraagd de 
kegelsnede te construeeren. 

(Mondeling M.O.K; 1907). 
Nijmegen. ÄNDRÉ OLIVIER. 


284. Van een viervlak TABC is gegeven: 1°. het vlak 
V van driehoek ABC; 2°, de afstand van het punt T tot 
dit vlak; 38°. in een vlak W de driehoek A,B‚C;, die dit 
vlak W snijdt uit de zijvlakken TAB, TBC en TCA; 
4°, de eigenschap dat A ABC gelijkvormig is met een ge- 
geven driehoek A9B»Cs. Gevraagd: aan te geven hoe men 
dit viervlak kan construeeren. 

Alkmaar. | …D: PosTMAs 4 
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285. Op een plat vlak staan twee wielen (straal — R), 
verbonden door een as, (straal = 4R). Om de as is een 
koord gewonden, dat op een afstand R—r evenwijdig 
aan het vlak loopt, over een katrolschiĳf ligt, en ge- 
spannen wordt door een gewicht G. Gegeven is het gewicht 


van de wielen met de as =P KG, traagheidsmoment = 4 En) 


wrijvingscoëfficiënt —= f. De massa van koord en katrol- 
schijf en de rollende wrijving worden verwaarloosd. Welke 
is de beweging der wielen? 

Rotterdam. J. v. Roon. 


286. Er zijn gegeven 2 lijnen l en /, waarop rusten de 
lijnenparen aa’, bb’, cc°‚ en de lijn -e. Zeker vlak door e 
snijdt de lijnenparen resp. in de puntenparen AA’, BB’, CC’, 
zóó dat de lijnen AA’, BB, CC’ door één punt P gaan. 
Te bewijzen: 

1°. Dat ook ieder ander vlak door e de lijnenparen snijdt 
in puntenparen wier verbindingslijnen door één punt gaan. 

2°, Dat de meetk. pl. van het punt P een rechte is die 
Ll en U snijdt. 

’s Hertogenbosch. A. Vera. 


287. Gegeven 2 elkaar kruisende rechten en op de eene 
een vast stuk AB=a, op de andere een verschuifbaar 
stuk CD =b. Wordt gevraagd ’t viervlak ABCD zóó te 
bepalen, dat de ingeschreven bol zoo groot mogelijk is. 

’s Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 


288. Hoe verdeelen de medianen van een boldriehoek 
elkander ? J. N. VISSCHERS. 


289. Gevraagd de omhullende van: 
yr AE 24 
XX — Tr COS & 
(a is de parameter). 
Wat is de beteekenis van dit vraagstuk in optischen zin ? 
Utrecht. Dr. WERNDLY. 


290. Gegeven een bundel cirkels. De gemeenschappelijke 
machtlijn is as van een kegelsnede gaande door de beide 
grenspunten van den bundel. 

Bepaal de meetkundige plaats van de snijpunten der 
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poollijnen van de punten op de kegelsnede, t. 0. z. van den 
bundel. 


Zoeterwoude. J. A. WERTENBROEK. 


291. Gegeven 2 elkander snijdende cirkels M en N, en een 
cirkel O, welke deze cirkels rechth. snijdt. Bewijs dat de 
snijpunten van de overstaande zijden van den vierhoek, 
waarvan de 4 snijpunten van O met M en N de hoek- 
punten zijn, de middelpunten zijn van de cirkels, gaande 
door de snijpunten van M en N, en die de hoeken tusschen 
deze cirkels middendoor. deelen. Wanneer is die vierhoek 
harmonisch ? J. A. WERTENBROEK. 


292. Gegeven twee cirkels. Een der beide cirkels wordt 
door den anderen middendoor gedeeld. Van elk punt op 
dezen laatsten bepaalt men de poollijn t.o.z. van eerst- 
genoemden cirkel, en op die lijn het snijpunt met de lijn, 
welke het punt met het middelpunt van den eersten cirkel 
verbindt. Bepaal de meetk. plaats van dat snijpunt. 


_J. A. WERTENBROEK. 


293. Als F(x) een polynonium is van den graad m, en men 
ontwikkelt F(a + Xh) volgens de reeks van Taylor, af brekende 
bij den op één na den laatsten term, aldus 

lis 1 
eee 


ml 


dan is Oe Men vraagt hetzelfde te bewijzen voor de 


ontwikkeling van F(x) volgens Maclaurin. 
Nijmegen. J. J. C. WESTENDORP. 


294. Als alle wortels a,, 49... a, van f(x) = 0 ongelijk zijn, 


en de coëfficiënt van de hoogste macht van de onbekende = 1, 
dan is: 


pn fh(ap) 
p=l Û (a) 


gelijk », voor k=l en 
gelijk o, voor k=2,r3, 4e es Me 
J. J. C. WESTENDORP. 
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295. Integreeren 


dy 
P, Q en R zijn functies van x, terwijl P en Q voldoen aan 
d2P dP dQ 


dx? den da Time 


d eel Oe HRe IE 


Vraag en Antwoord. 


Vraag 81. Kan een der oudere collega’s mij ook eens 
inlichten hoe ik bij de behandeling der logarithmen den 
leerlingen het beste de interpolatie duidelijk maak? 

Een jong docent. 


Antwoord. O. i. doet men het best door de kromme 
y =log x te laten teekenen, en er op te wijzen, dat een 
klein deel dier kromme als een recht lijntje is op te vatten. 
Wie weet beteren raad? Q. 


Vraag 82. Men heeft de verhouding bepaald tusschen 
de golflengten van verschillende lichtsoorten en de lengte 
van den standaardmeter; waar en door wien is dit geschied ? 

v. L. te H. 


Antwoord. Door Michelson, aan het Bureau intern. de 
Poids et Mesures. 

Hij vond, dat de standaardmeter gelijk was 1558163,5 
goflengten van de roode spectrumlijn, en aan 20838372,1 
golflengten van de groene spectrumlijn van het cadmium. 

De fout zou ten hoogste twee millioensten wezen. Q. 


Vraag 88. Wie heeft den naam kinematika ingevoerd? 
Ignotus te A. 


Antwoord. Ampère, die zelf verklaart; c'est à cette 
science où les mouvements sont considérés en eux-mêmes 
et spécialement dans les appareils appelés machines que 
jai donné le nom de cinématique, de yuwyua, Mouvement. 


Q. 


Correspondentie. 


Naar aanleiding van de opmerking van den heer Dr. N. 
Quint bl. 191 jaarg. V, deze woorden. 

Ook ik heb op bl. 122 reeds meêgedeelt dat de constructie 
berustte op de benadering van zr uit 9/5 (3 + Ws) al is de 


drukfout En (3 + Ws) die er staat, te betreuren. 


Verder blijf ik het bejammeren, dat de daar vermelde 
en m.i. zo boven alle andere benaderende constructies uit- 
muntende, nooit in den tekst der leerboeken, let wel in 
den tekst is verscheenen, maar hier en. daar te vinden is, 
waar zij minder indruk maakt. En toch dateert zij reeds 
van 1598! Dat Vieta ze gevonden heeft was mij onbekend ; 
gratias voor de meêdeeling. 

Wat betreft de constructie van Rinaldi ook hier heeft 
de drukfoutenduivel ons parten gespeelt, want het op bl. 122 
vermelde jaartal moet niet zijn 1868 maar 1668, zodat wel 
Deville haar het eerst gevonden kan hebben, maar Rinaldi 
toch niet twee eeuwen na hem er meê voor den dag kwam. 
‚ Rotterdam. A. KEMPE. 


Nieuw verschenen werken. ® 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgave van Gauthier- Villars, Paris. 


R. BLONDLOT. Introduction à létude de la Thermody- 
namique. 2me HEd., entièrement refondue. 1909. 


Annuaire pour lan 1910, publié par le Bureau des Lon- 
gitudes, frs. 1.85 


HENRI POINCARÉ. Biographie, Bibliographie analytique 
des écrits par Ernest Lebon, 1909 7 frs. 
Uitgave van Gebr. Belinfante, Den Haag. 


L. ROELANTS. Een en ander over het verdeelen van 
hoeken enz., 1909. 


“) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Uitgave van C. De Boer, Helder. 
Dr. H. J. OOSTING. Inleiding tot de thermodynamica, 1909. 


Uitgave van P. Noordhoff, Groningen. 
P. WIJDENES en Dr. DE LANGE. Rekenboek voor de 
Hoogere Burgerschool. le Stukje 1909. f 0.80. Gecart. f 0.90. 


Uitgave van H.J. Van de Garde d: Co., Zaltbommel. 
L. VAN ZANTEN. Platland. Een roman van vele afmetingen. 
2e druk f 1.25. 


Uitgaven van P. Visser Azn., Haarlem. 
G. MANNOURY. Methodologisches und Philosophisches zur 
Elementarmathematik. 
FLORIS JANSEN. De cirkelquadratuur bij de Grieken. Hippo- 
krates van Chios, Archimedes van Syrakuse 1909. f 0.75. 


Uitgaven van Wed. J. Ahrend & Zoon. 
W.J. HEIDEMAN. Beginselen der beschrijvende meetkunde. 
1908. f 5.60. 
— —. Wiskundige Hoofdstukken voor den technicus. 1909. 
f 2.25. 
—_—. Differentiaalrekening voor den technicus 1909. f 1.80. 
— —. Integraalrekening voor den technicus. 1909. f 1.80. 
—-—. Vlakke driehoeksmeting. 1909. f 1.60. 
De vier voorgaande boeken zijn genoemd: Deel I, II, 
II, IV, der Wiskundige Bibliotheek voor den technicus. 
Uitgave van J. Bootsma, den Haag. 
W. A. PIETS, C. 1. Leerboek der Beschrijvende Meetkunde 
ten dienste van studeerenden aan de Technische Hooge- 
school te Delft. Met Atlas. 1909. 


Uitgave van J. Boltze, Gebweiler. 
Dr. A. WEILL. Sammlung graphischer Aufgaben für den 
Gebrauch an höheren Schulen. I. Mathematik 1909. 


Uitgave van de Herdersche Verslagsbuchhandlung, Freiburg 
im Breisgau. 

Ist Mathematik Hexerei. Von einem preusischen Schul- 
meister. 1909. M. 1.20. 


Uitgaven van G.J. Göschen, Leipzig. 

EUGEN BEUTEL: Algebraïsche Kurven. Erster Teil. Kur- 
vendiskussion. Mit 57 Figuren im Text. Sammlung 
Göschen. 1909. 

Sammlung Schubert. XXXIII. W. Fr. MEYER. Allgemeine 
Formen und Invariantentheorie. Erster Band. Binäre 
Formen. 1909. M. 9.00. 
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LVIII. Dr. A. WANGERIN. Theorie des Potentials und 

der Kugelfunktionen. 1 Band. Mit 36 Figuren. 1909. M. 6.60. 
Uitgave van Blom en Olivierse, Culemborg. 

A. WESTERHOF. Het examen Wiskunde L.O. 2e gedeelte, 
bevattende de examen-opgaven van de jaren 1904—1908, 
benevens 200 vragen van mondelinge examens. 1909. f 0.75. 

Uitgave van W.J. Thieme & Cie, Zutphen. 

H. A. DERKSEN en G. L. N. H. DE LAIVE. Leerboek 
der Algebra met Vraagstukken. 2e deel. 6e druk. 1909. 
f_ 1.50. Gecart. f 1.60. 

Uitgave van G. C. T. van Dorp & Co., Semarang, 
Soerabaia, 's Gravenhage. 

L. VAN DER EST. Leiddraad bij het onderwijs in de Meet- 

kunde. 1e stukje f 0.65, 2e stukje f 0.70, 3e stukje f 0.60. 


Uitgaven van J. B. Wolters, Groningen. 


T. VAN DEN BLINK. Nauwkeurig en vlug. Oefeningen 
in het cijferen en in het rekenen uit het hoofd voor de 
verstgevorderde leerlingen der lagere school, het voort- 
gezet- en het herhalingsonder wijs. 

le stukje 1909. In linnen f 0.25. 
Zen LO On 4 „ 0.25. 


D. BOSWIJK en E. MEYER. Eerste verzameling Reken- 
kundige Vraagstukken ten dienste van het middelbaar 
en gymnasiaal onderwijs, van instituten, normaal- en 
kweekscholen. 7e druk. 1909. f 0.25. 

J. VERSLUYS. Leerboek der vlakke meetkuude. Elfde 
druk. 1909. f 1.25. 


Ook. ontving de Redactie: 


RUDOLF SCHIMMACK. Axiomatische Untersuchungen über 
die Vektoraddition. Inaugural Dissertation. 1908. 

Dr. FRED. SCHUH. De formeele ontwikkeling van het 
getalbegrip. Rede uitgesproken bij de aanvaardiging van 
het Hoogleeraarsambt aan de Rijks-Universiteit te 
Groningen, 29 Sept. 1909. 

Dr. L. EB. J. BROUWER. Het wezen der Meetkunde. Open- 
bare Les (als privaatdocent) aan de Universiteit te 
Amsterdam, 12 Oct. 1909. 

Dr. H. ONNEN, Sr.: Gergonne’s Pile Problem. Reprinted 

_ from the Bulletin of the American Mathematical Society. 
2d Series, Vol. XVL, N°. 3, pp. 121—130. New York, 
December 1909. 


WisKUNDIG TijpscrriFT. Jaarg. VI. Afl. 1. 


ZONNEBLOEM 


(verkleind naar een photo van BRocARD en voorkomende in Dr. H. A. NABER, 
Das Theorem des Pythagoras). 


mrd 


ir 
Á 
id 


" 
1 


Tan AES 


> = eN 


OE RE 


En tE 
zt nn en 


Tei 


Kad 


{€ F7 
hae 4 


et. 


81 


Ket onevene dubbel-toovervierkant van Stifel ® 


DOOR 


R. H. F. SIKKES, (Velp). 


Nadat ik het stuk over het regelmatige toovervierkant 
reeds geheel geschreven had, kreeg ik het werk van 
Ahrens?) in handen, die daarin op blz. 289 en v.v. de 
dubbele toovervierkanten onder den naam „Stifel'sche 
Quadrate’ behandelt. Al zag ik ook eenige overeenkomst 
tusschen dit vierkant (Ahrens geeft er een met de zijde 
—9 op blz. 243) en het regelmatige, zoo werd mij toch 
uit den tekst niet duidelijk, dat Stifel volgens eenen vasten 


„man verfährt also etwa folgendermassen: In die Ecken 
setze man gerade Zahlen und im übrigen in die Horizontal- 
reihen ungerade Zahlen; dadurch werden 2 (n — 2) ungerade 
Zahlen verbraucht, das noch übrige Paar ungerader Zahlen 
setze man dann in die Vertikalreihen, welche im übrigen 
mit den geraden Zahlen ausgefüllt werden”. En iets verder: 
……. „die Zahlen n und A + — 15) haben wir fortgelassen, 
um sie für die Vertikalreihen zu reservieren”, wat niet 
overeenkomt met het zoo even aangehaalde: „dadurch 
werden 2 (n— 2) ungerade Zahlen verbraucht, das noch 
ûbrige Paar ungerader Zahlen setze man dann in die Verti- 
kalreihen”, want onder „das noch übrige Paar” versta ik: 
het laatst overgeblevene paar, m.a. w., het laatste paar. 
Op blz. 242 staat: „Nennen wir nun die beiden in die 
oberen Ecken des Quadrats zu setzenden geraden Zahlen 
B... S0 mûüsste also. Ay. At Sei 
Wir wählen also v etwa — 2 und y —= 2n—?2’:,..’En 
lager: „Damit ist genügend gezeigt, wie für ungerades 


‚ 1) In de normale spelling van Siegenbeek. 
2) Dr. W. Ahrens, Mathematische Unterhaltungen und Spiele. 
Leipzig, B. G. Teubner, 1901. 
8) Ahrens stelt n2— 2(n—l)=A; en Adn—l is dus: - 
NAR) dn Anw len nn + 1. 
Wiskundig Tijdschrijft, 6e Jaargang. 6 
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stets ein Stifel'sches Quadrat gebildet werden kann; soweit 
noch Willkürlichkeiten bestehen,....” 

Uit deze woorden van Ahrens kreeg ik niet den indruk, 
dat door Stifel ter vervaardiging zijner (onevene) toover- 
vierkanten een vaste algemeene regel is gegeven, zooals 
ik mij dien voorstelde; eenen regel namelijk ter gemakke- 
lijke vervaardiging van elk willekeurig quadraat kon ik 
uit tekst en berekening niet vinden. Trouwens, op blz. 289 
begint Ahrens met te zeggen: „Ein solches „Stifel'sches 
Quadrat”, wie wir kurz sagen wollen, von #2 Feldern ent- 
steht aus einem schon fertigen magischen Quadrat von 
(n — 2)? Feldern, indem dieses allseitig mit einem Rand 
von Einfelderbreite umgeben, „umrändert” wird; letzteres 
entsteht natürlich wieder durch Umränderung eines Quadrats 
von (n— 4)? Feldern u.s.w”’. En na door berekening, die 


mij niet overal even duidelijk is, te hebben: „...gezeigt, 
wie für ungerades „ stets ein Stifel’sches Quadrat gebildet 
werden kann;..…’ herhaalt hij op bla. 246: „Während 


Stifel die magischen Quadrate aus einem Kernquadrat 
durch Umränderungen hervorgehen lässt,...” 

Niet veel gelukkiger dan met Ahrens was ik met Günther 5). 

Deze behandelt van de dubbel-toovervierkanten ook in 
hoofdzaak die van Stifel en geeft daarbij uitvoerige, maar, 
ik moet het helaas! weder bekennen, voor mij nog al eens 
onbegrijpelijke formules. Zoo lezen wij op blz. 220: „Stifel 
zerlegt die vorhandenen mm? Zellen in einzelne „Umläufe” 
(ambitus) von bezüglich 4 (m — 1), 4 (m—3), 4 (Mm — 5). … 
Zellen und füllt durch einen fortlaufenden Zug je immer 
die Hälfte der einem Umlauf angehörigen Zellen aus, bis 
schliesslich die innerste Zelle,.... erreicht ist. Alsdann 
werden die noch leeren Felder durch ein analoges Verfahren 
mit den Zahlen, die noch übrig bleiben, besetzt. Beginnen 
wir mit den Quadraten ungerader Zellenzahl und knüpfen 
wir unsere Ueberlegungen an das nach Stifel's Methode 
gebildete nebenstehende Quadrat von 169 Zellen an”. 

Na dit quadraat begint Günther zijne berekeningen en 
zegt op blz. 223: „Nunmehr,..., haben wir uns zwei 
weitere Fragen zu stellen: 

IL. Wie war es möglich, dass Stifel auf diese anscheinend 
so höchst komplizirte Methode kam; ist es möglich, den 


1) Dr. S. Günther. Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der 
mathematischen Wissenschaften. Leipzig, B. G. Teubner 1876. 
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Gedankengang des Erfinders wenigstens theilweise zu 
rekonstruiren ? 

IL. Wie lässt sich die Richtigkeit des Verfahrens be- 
weisen 2” 

Ter beantwoording der eerste vraag geeft hij eerst ant- 
woord op de tweede, weder door berekeningen, aan het 
einde waarvan hij dan op blz. 226 zegt: „Nun erhellt leicht, 
wie Stifel sein Verfahren sich ursprûnglich zurechtgelegt 
haben mag. Er gieng aus von dem 9 zelligen Quadrate 
und erhöhte, um das: 25 zellige daraus abzuleiten, jede 
Zahl desselben um 8, um die vorausberechnete Mittelzahl 
13 zu bekommen. Dann setzte er, vermuthlich zuerst em- 
pirisch, in die leeren Felder Zahlen, die ihm ein neues 
magisches Quadrat ergaben, und fuhr in dieser Weise fort, 
bis sich ihm das solchergestalt unschwer zu erkennende 
Bildungsgesetz offenbarte. Jedenfalls war das Verfahren, 
welches uns. Stifel vorführt, nicht das primäre; im 
Gegentheil: 

Anstatt aus den einzelnen Umläufen das Quadrat sukzessive 
zusammenzusetzen, hat Stifel wahrscheinlich die Kernzelle 
zum Ausgangspunkt genommen und mit immer neuen Dop- 
pel-Gnomonen jedes gewonnene Quadrat wmgeben”’. t) 

Behalve dat dit antwoord met zich zelf in tegenspraak 
schijnt, wat het uitgangspunt van Stifel betreft, daar 
Günther als zoodanig eerst het 9 cellige quadraat (d.i. het 
vierkant van 8) noemt, en daarna de kerncel (d.i. het 
middenvak, het vierkant van 1), komt het niet overeen 
met hetgeen hij zegt op blz. 220: „Stifel... füllt durch 
einen fortlaufenden Zug je immer die Hälfte der einem 
Umlauf angehörigen Zellen aus, bis schliesslich die innerste 
Zelle. ... erreicht ist. Alsdann werden die noch leeren 
Felder durch ein analoges Verfahren mit den Zahlen, die 
noch übrig bleiben, besetzt”. 


1) Gnomonen zijn eigenlijk volgens de Pythagoraeërs de onevene 
getallen 83, 5, 7, enz., wijl zij zich in eene figuur 
laten plaatsen, die op eene winkelhaak (1vwouwv) gelijkt. 
In zoover is dit woord dus hier minder juist, wijl het 
niet alleen onevene getallen betreft; maar men moet 
het woord Doppel-Gnomonen opvatten als eene dubbele 
winkelhaak, d. í., als de omranding van een vierkant, — 
ofschoon eén vierkant door twee gelijke winkelhaken 
niet volkomen kan worden omrand, en de getallen hier niet in eene 
winkelhaak worden ingeschreven. 
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De zaak komt mij eenigzins verward voor, en na zijne 
berekeningen mogt men redelijkerwijze verwachten, dat 
men elk willekeurig oneven vierkant van Stifel met gemak, 
„durch einen fortlaufenden Zug”, zoude kunnen vervaar- 
digen. Dit is echter geenszins het geval, en dat dit niet 
alleen aan mij ligt, blijkt wel uit de woorden van Günther 
zelven, die in het tweede gedeelte!) van zijn bovengenoemd 
werk op blz. 1238 zegt: „Diese hier exemplifizirten Methoden 2) 
errangen sich die allgemeinste Anerkennung, und gar 
mancher spätere Schriftsteller, dem der Name Moschopulos 
niemals zu Ohren gekommen war, schöpfte unbewusst aus 
der alten Quelle. Selbst als Michael Stifel,..... eine Reihe 
durchaus origineller Verfahrungsweisen aus sich heraus 
producirt hatte, blieb der Byzantiner in ungeschmälerter 
Achtung, denn seine Kunstgriffe, — zumal in Verbinding mit 
der ihnen von Bachet de Mézeriac ertheilten Vervoll- 
kommnung —, blieben nun einmal die begquemsten. 

NGN Aber für die Praxis wurde Moschopulos nicht aus 
seiner Position verdrängt, und wer immer in die Lage 
kommt, sich momentan ein magisches Quadrat entwerfen 
zu müssen, wird, dafern das überhaupt möglich ist, zu den 
Regeln des byzantinischen Mathematikers seine Zuflucht 
nehmen, … 4 


Wanneer wij nu willen trachten, den gedachtengang van 
Stifel bij de vervaardiging zijner onevene toovervierkanten 
op te sporen, dan nemen wij onze toevlugt tot het onver- 
anderlijke vierkant van 8, en vergelijken daarmede zijne 
vierkanten. Wij geven dus weder in Fig. 1 ons vroeger 
vierkant van 8, en in Fig. 2 het vierkant van Stifel, dat 
we bij Ahrens aantreffen op blz. 248, waarin n= 9 is, — 
na het eene draaijing van 90° te hebben doen ondergaan, 
om zijnen stand met dien van Fig. 1 in overeenstemming 
te brengen, terwijl wij bovendien door sterkere 
omlijning zijn karakter van dubbel-toovervier- 
kant beter hebben doen uitkomen. 

Wat ons bij vergelijking dezer vierkanten 
terstond in het oog valt, is: 

1°. de gelijkheid der beide getallen in het 
linker bovenvak; en 


1) Ziele und Resultate der neueren Mathematisch-historischen For- 
schung von Dr. S. Günther, Erlangen, Eduard Besold 1876. 
2) Drie door Günther gegevene toovervierkanten van Moschopulos, 


85 


2°, het feit, dat de vier hoekgetallen in beide even zijn. 

Wanneer wij nu in het vierkant van Stifel de randge- 
tallen van het ingeslotene vierkant van 7 met 2 (n — 1) = 
—=2(9—1)=l6 verminderen, dan zien we, dat ook in 
dit vierkant het linker bovenvak wederom het getal 2 
bevat. 

Verminderen we vervolgens de randgetallen van het inge- 
slotene vierkant van 5 met 2 (9 —1)+2(7—1)=28, 
dan treffen we ook hier weder in het linker bovenvak 
de 2 aan. 

En als wij ten slotte 2 (9 —1) +2(7 —1) +2(5—1) =836 
| van de getallen van het 


Á Che 
2 ingeslotene vierkant van 8 
2 [416 | 8 173172470/68/66) aftrekken, dan komt het 
13127 (30/32/49/48|46 [55 [60 kant van 8 te voorschijn, 
— met de 2 in het linker 
Afgezien van het onevene 

middengetal zijn dus in dit 

AD alle getallen even; en 
81/28/6260 23) U] 26/64) 1 | moors de diagonaal 
B zooals men ziet, — ZOO 
Fig. 2. volgt daaruit, dat de ge- 

die daaruit ontstaan na aftrekking van de zoo even ge- 
noemde evene bedragen; m. a..w.: alle vierkanten van 


in Fig. 1 voorgestelde vier- 
bovenvak. — 

7561 151145/41(31 (312 7 

11/63153140/39/44| 20/10 5 | | 
vierkant in de diagonaal 

16/78/7674) 9 | 1012/1480 BC alle getallen even zijn, 

D 
tallen ook even moeten zijn, 
Stifel hebben evene hoekgetallen. 


Het heeft er dus vooreerst allen schijn van, dat Stifel 
uitging van het vierkant van 3 en tot basis van zijn te 
maken vierkant de hoekgetallen nam, die wij bij het regel- 
matige vierkant in overdragtelijken zin genoemd hebben 
de eigenlijke hoeksteenen van het regelmatige gebouw. 

Hij begon dan natuurlijk met het maken van het vier- 
kant van 5, het kleinste, waarvan hem de rand onbekend 
was; en beproefde, of hij dien rand kon maken met evene 
hoekgetallen, nadat hij, naar analogie met het vierkant 
van 8, het linker bovenvak aan het getal 2 als vaste 
plaats had aangewezen. — 

In de eerste plaats was van de inschrijving van de 2 


86’ 


het noodzakelijke gevolg, dat in het regter benedenvak 
het getal 24 moet komen (Fig. 3), wijl de som van twee 
tegenovergestelde getallen steeds moet zijn het dubbel van 
het middengetal, dus hier 26. 

Wanneer wij nu bedenken, dat er in 
elke rij drie vakken zijn tusschen de 
hoekgetallen, en dat de som van de ge- 
tallen eener rij moet zijn — 65, d.i. een 
oneven getal, dan volgt daaruit, dat tus- 
schen twee evene hoekgetallen òf twee 
evene getallen moeten geplaatst worden, 
òf geen enkel. Want plaatste men er 
één, dan zouden twee overblijvende vakken 
met onevene getallen moeten worden inge- 
vuld, welker som steeds even is; — en daarmede zoude 
de som van al de getallen der rij even zijn. 

Wijl er nu in het geheel acht evene getallen zijn, die 
in dezen rand hunne plaats moeten vinden, waarvan vier 
in de hoekvakken, is het noodzakelijk, dat de vier overigen 
over slechts twee rijen verdeeld worden. Deze acht getallen 
zijn: 2, 4,6, 8 en 18, 20, 22, 24, d.i. de vier laagste 
en de vier hoogste evene getallen. 

Men ziet terstond, dat zij twee aan twee gelijk zijn, en 
wel == 26; en zulke „tweelingen”, door Ahrens „supple- 
mentgetallen” genoemd, moeten derhalve tegenover elkander 
staan; waaruit volgt, dat de beide rijen van den rand, die 
de evene getallen moeten bevatten, òf de beide horizontale, 
òf de beide verticale moeten zijn. En indien de plaats van 
vier hunner is gevonden, is tevens die voor de anderen 
aangewezen, zooals zooeven met 2 en 24 het geval was. 

Wanneer wij nu de vier laagste ge- 
tallen in de bovenrij zouden plaatsen, 
die wij dan, ter wille van de symmetrie, 
zouden rangschikken, zooals Fig. 4 ons 
laat zien, dan zoude, ter verkrijging van 
de vereischte som van 65 (zijnde vijf- 
maal het middengetal), in het vrije 
middenvak het onevene getal 45 moeten 
komen, wat niet mogelijk is, wijl het 
grootste onevene getal slechts 25 is. 

Wij moeten dus van deze evene getallen een of meer 
wegnemen en plaatsen in de benedenrij, hen zoodoende 
door de supplementgetallen vervangende. Vasthoudende 


87 


aan het hoekgetal 2, beginnen wij dan met 4 te vervangen 
door 22 (Fig. 5); maar het vrije vak zoude 
dan nog het onevene getal 27 moeten 
bevatten, wat eveneens onmogelijk is. En 
vervangen we, in plaats van de 4, de 
grootere getallen 6 of 8 door hunne kleinere 
supplementgetallen 20 of 18, dan zoude 
het in te vullen onevene getal nog grooter 
moeten zijn dan 27. 
Fig. 5. Er blijft dus over: vervanging van deze 
drie door hunne supplementgetallen, of 
van twee hunner, d.i, 4 en 6, of 4 en 8, of 6 en 8. In 
het eerste geval (Fig. 6) vinden wij voor 
het middenvak het getal 3, en de beide 
horizontale rijen voldoen dan aan den 
gestelden eisch; maar wij onmoeten de 
zwarigheid bij de invulling der onevene 
getallen in de verticale rijen. Wij hebben 
daarvan dan nog beschikbaar de getallen 
1, 5, 7, en 19, 25, 25; de som van drie 
Fig. 6. hunner in de regter rij moet zijn 28 
(—= 65—18—24), of bij plaatsing van 20 
of 22 in het regter bovenvak: 21 (—= 65—20—24) of 19 
(== 65—22-—24); en geen dezer bedragen kan uit drie van 
die onevene getallen worden gevonden. — 

De eenige mogelijkheid is dus de ver- 
vanging van twee hunner door hunne 
supplementgetallen. Bij vervanging van 4 
en 6 door 22 en 20 (Fig. 7) moet het vrije 
vak het onevene getal 18 bevatten, maar 
dit getal is reeds geplaatst in het midden- 
vak van het vierkant. — Vervangen wij 
4 en 8 door hunne supplementgetallen 22 
en 18 (Fig. 8), dan blijft er voor het 
| opene vak het onevene getal 17 over, 
maar ook dit getal vond reeds zijne plaats in het inge- 
slotene vierkant. — Er blijft dus niets anders over, dan 
de getallen 6 en 8 te vervangen door 20 en 18 (Fig. 9) 5); 


1) Wij hebben hier nog twee mogelijkheden, namelijk de plaatsing 
van de 6 òf de 8 in het linker benedenvak. In het eerste geval moet 
de som der onevene getallen in de linker rij bedragen: 65—2—6 == 57, 
en deze som kan uit drie der beschikbare onevene getallen 1, 8, 7; 
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voor de som — 65, zooals het zijn moet, komt in het 
opene vak het beschikbare onevene getal 
21, — en daar de benedenrij hunne 
supplementgetallen bevat, moet ook hier 
de som —= 65 zijn; en de beide horizontale 
rijen beantwoorden aan den gestelden 
eisch. — 
Nu blijft nog de plaatsing van de zes 
andere onevene getallen in de vrije vak- 
Fig. 8. ken van de verticale rijen over. Deze 
getallen zijn, daar de 5 en 21 de midden- 
vakken der horizontale rijen moeten innemen: 1,38, 7; 
19, 23, 25, — die ook, zooals men ziet, twee aan twee 
eene som geven —= 26. Ze zijn dus 
weder elkanders supplementgetallen en 
door de plaatsing van de eene helft is 
de plaats voor de andere aangewezen. 
Voor de linker verticale rij is noodig: 
65 — 2 — 8 == 55; voor de regter: 
65 — 18 — 24 = 25. De som 55 kan door 
drie van deze onevene getallen niet 
anders gevonden worden, dan door 7, 
23 en 25; en de overblijvende getallen 
1, 3 en 19 vormen dan te zamen de 
som 23 voor de regter zijde, voor welke som ook geene 
andere mogelijkheid bestaat. Wij plaatsen derhalve deze 
twee drietallen in de verticale rijen, 
onverschillig in welke volgorde; met dien 
verstande natuurlijk, dat de supplement- 
getallen tegenover elkander komen te 
staan. Maar wanneer wij aan die ge- 
tallen de volgorde geven, die Stifel hun 
gaf), dan staan ze, zooals Fig. 10 ons 
te zien geeft; in welke figuur wij tevens 
de beide onevene getallen der horizon- 
tale rijen hebben opgenomen. — 
Zooals men ziet, de som der getallen 
is in elke der vier rijen — 65 (en natuurlijk ook in alle 


19, 23, 25 niet verkregen worden, evenmin ais de som 21, die dan 
voor de regter rij wordt vereischt: 65—20—24. Derhalve moet het 
linker benedenvak het getal 8 bevatten. 

1) Ahrens, blz. 248, 3de regel van boven. 


89 


horizontale en verticale rijen van het vierkant, alsmede 
in beide diagonalen), en alle getallen zijn geplaatst, — 
zoodat het vraagstuk is opgelost. 


Welke is nu de harmonie van dit vierkant met het 
vierkant van 38, of m.a.w. de sleutel, die ons kan leiden 
tot de vervaardiging der grootere vierkanten ? 

Van de hoekgetallen hebben wij reeds gezien, dat in 
het linker bovenvak steeds het getal 2 staat, zijnde het 
kleinste evene getal, of: het kleinste evene der laagste 
getallen; in het linker benedenvak staat hier de 8, zijnde 
in het vierkant van 5, evenals de 4 in het vierkant van 
3, het grootste der laagste getallen. — De beide andere hoek- 
vakken bevatten hunne supplementgetallen, d.i., in beide 
vierkanten staat in het regter benedenvak het grootste 
evene getal, of: het grootste evene der hoogste getallen; 
en in het regter bovenvak het kleinste der hoogste getallen. — 

Wanneer men nu, wat de verdeeling der evene getallen 
over beide rijen aangaat, bedenkt, dat in de bovenrij van 
het vierkant van 3 voorkomt het kleinste der beide laagste 
en eveneens het kleinste der beide hoogste evene getallen; 
en wanneer wij zien, dat hier van de vier laagste zoowel 
als van de vier hoogste evene getallen geplaatst zijn de 
beide kleinsten, dan is de harmonie volkomen, wanneer 
wij zeggen: 

In de bovenrij wordt geplaatst de helft der laagste en de 
helft der hoogste evene getallen, en wel telkens die helft, 
welke de kleinste getallen bevat; waaruit volgt, dat in de 
benedenrij eveneens de helft der laagste en de helft der 
hoogste evene getallen voorkomt, maar deze helft bevat 
telkens de grootste evene getallen. — 

Omtrent de plaatsing der onevene getallen vinden wij het 
volgende. 

In het vierkant van 8 staat vooreerst in het beneden- 
middenvak het getal 3, in het vierkant van 5 het getal 5; 
wij kunnen dus in het algemeen zeggen: 

In het benedenmiddenvak staat het getal, dat even groot is 
als het aantal vakken, dat zich in eene rij bevindt; — en 
in het bovenmiddenvak staat zijn supplementgetal. 

De plaatsen voor de overige onevene getallen kunnen 
we vinden, ziende, dat in de regter verticale rij van het 
Vierkant van 3 het getal 1 staat, en in het vierkant van 
5 in diezelfde rij de getallen 1, 3 en 19, door te zeggen: 
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In de regter verticale rij moeten die onevene getallen ge- 
plaatst worden, welke kleiner zijn dan het getal in het beneden- 
middenvak ; alsmede diegenen onder de hoogste getallen, welke 
kleiner zijn dan het in de bovenrij geplaatste onevene supple- 
mentgetal 1). In de linker verticale rij komen dan die laagste 
onevene getallen, welke grooter zijn dan het getal in het 
benedenmiddenvakt), alsmede diegenen, welke grooter zijn 
dan het supplementgetal in het bovenmiddenvak. 


Wanneer wij nu naar deze regelen den rand van het 
vierkant van 7 vervaardigen, dan 
toont ons Fig. 11 daarvan het 

peerd ss resultaat. Zooals we zien, zijn alle 
laagste en hoogste getallen ge- 
plaatst en de som is in al de vier 
rijen — 175, zoodat ook hier de 
oplossing gevonden is; — en naar 
alle waarschijnlijkheid zullen ook 
de grootere vierkanten aldus kun- 
nen worden geconstrueerd. Deze 
waarschijnlijkheid wordt zekerheid 
Fig. 11. door het bewijs, dat een op deze 
wijze vervaardigd vierkant een 
toovervierkant is. 


Het bewijs, dat het onevene vierkant van Stifel een 
toovervierkant is, zullen wij trachten te leveren in weer- 
wil van de door Günther aangehaalde woorden van Cantor; 
en wel op vrijwel dezelfde wijze als bij het regelmatige 
toovervierkant. Wij gebruiken daarvoor weder eene derge- 
lijke figuur (Fig. 12). 

Aan de grootheden, die, voor zoover we nu weten, eene 
vaste plaats kregen, geven we dus eenen algemeenen vorm, 
met uitzondering van het linker bovengetal 2, dat in alle 
vierkanten hetzelfde is. Deze grootheden zijn: de drie 
overige hoekgetallen en de beide in de horizontale rijen 
geplaatste onevene getallen. — 

Het evene getal in het linker benedenvak is steeds het 
grootste der laagste getallen; en daar het aantal der laag- 
ste getallen altijd — 2 (n —1) is: de helft van het aantal 
vakken in den rand, geldt voor dit hoekgetal de formule : 


1) Deze getallen komen in het vierkant van 3 niet voor, 
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2n — 2. — Wijl vervolgens de hoekgetallen der regter rij 
hunne supplementen zijn, vinden wij voor het getal in het 
regter bovenvak de formule: (n2 +1) — (2n —2) =n2 41 — 
2n + Zn? —?n83; en voor dat in het regter beneden- 
vak de formule: (n? +1) _—2=n?—l. 

Eindelijk was. het onevene getal in het benedenmidden- 
vak even groot als het aantal vakken in de zijde van het 
vierkant, d.i. —= „; en zijn supplementgetal in het boven- 
middenvak is dus: (2 + 1) —n=nt—n tl. 


Fig. 12. 


Aan de voor de regter en linker verticale rijen bestemde 
overige onevene getallen was geen vast vak aangewezen; 
zij worden echter gemakshalve en voor het betere overzigt 
naar volgorde gerangschikt, evenals de overige evene ge- 
tallen in de horizontale rijen. — 

De boven- en benedenrij bevatten, met uitzondering van 
het onevene middengetal, slechts evene getallen. Hun 
aantal is dus voor elke rij =n— l, en dat ter wederzijde 
van het middengetal =S Ee 

Met inbegrip van de hoekgetallen hebben we in de bovenrij 
AC de getallen links van het middenvak voorgesteld door 
a, en die, regts van het middenvak, door b; in de benedenrij 
BD, waar de getallen tusschen het middenvak en het 
regter hoekvak behooren bij het linker hoekgetal, hebben 
we deze bij elkander behoorende getallen aangeduid door 
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c; en de getallen tusschen het middenvak en het linker 
hoekvak, welke behooren bij het regter hoekgetal, met 
inbegrip hiervan door d. — 

In de verticale rijen AB en CD staan, behalve de evene 
hoekgetallen, slechts onevene getallen; het aantal hiervan 
is dus in elke rij =n — 2, zijnde oneven. 

In de rij CD staan vooreerst, zooals wij weten, de 
onevene getallen, kleiner dan „; en daar het aantal ge- 
tallen, kleiner dan #», gelijk is aan n— 1, is het aantal 


n—l 
hunner onevene getallen Ennn De overige onevene 


getallen f, die in deze riĳĳ voorkomen, zijn er dus ten 
nl Ani 
getale van: (n — 2) — zo 
en het zijn, zooals wij weten, diegene, welke, behoorende 
tot de hoogste getallen, kleiner zijn dan „2 —n + 1. I). 

In de rij AB staan vooreerst de onevene getallen 4, 
grooter dan „2—n + 1; en daar het aantal getallen boven 
n?—n 1 gelijk is aan: n? — (Nn? —nt1l=n—l, be- 

1 


draagt het aantal hunner onevene getallen: < oe . En ver- 


volgens zijn er de onevene getallen g, welke, behoorende 
tot de laagste getallen, grooter zijn dan ”; hun aantal is 
er AE 
ze ee 
2 2 
Na vaststelling van het aantal der tot de verschillende 


rubrieken behoorende getallen gaan we nu over tot de 
berekening van hunne som en die der vier rijen. 


weder: (” — 2) — 


Rij AC. Wijl het aantal termen van de reeksen a en b 
gelijk is (—= B en tevens hun verschil (=2), is de 


som hunner getallen steeds twee aan twee gelijk, en wordt 
de waarde van zulk eenen „tweeling” gevonden door de 
som van het grootste getal der eene en het kleinste der 
andere reeks. 


1) In het vierkant van 3 komen deze getallen niet voor, zooals wij 


8 nj. 
boven reeds zeiden : is dan — 0. 


2 
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Van a is het grootste getal ==» — 1, van b het kleinste 
—= Nn? —Qn J- 3, zoodat elke tweeling gelijk is aan: 
(n — 1) + (n2— An -3) =n*—n +2. Wijl nu het aantal 
dezer tweelingen bedraagt 25 Is hunne som: 
3 n? ND al 
or 


Dee Air 

== EI TA rn 4 ) 
Tellen we hierbij het onevene middengetal n2—n +1 op, 
dan vinden we voor de som van al de getallen der rij AC: 


nen? + 3n—2 


Ed ntije 
Mane Ont Ant An t-2 nn Nn(n?t-1) 
== 5 rd kN U Mr 


1) Deze waarde hadden wij natuurlijk ook kunnen vinden door 
ee eekP berekening van de reeksen a en b. 


De” ze evene getallen van a, beginnende met 2, zijn: 


=d En: enz. Hunne som is derhalve gelijk aan de som van de 
onevene getallen eener met 1 beginnende reeks, — vermeerderd met 
het product van het aantal termen met 1. De som van de onevene 
getalien eener dergelijke reeks is, zooals bekend, gelijk aan het 
4 —_1\2 
guadraat van het aantal termen, d.i, = 5 ) ‚ en het product 
n—l n—l 
van het aantal termen met 1 is = Ga Dd He TOT zoodat de 
som van de evene Keane: van a is: 
ee ti Aerle 3 Ard 
4 br OTA 
Deus ze evene te van b, beginnende met het hoekgetal: 


n2— 2n +3, zijn: 
nan dB=l + (Nn? — 2n + 2); 
n2— An +5 =3 + (N2— Mn + 2); 
nn +7 =5 + (NL — AN +2); enz. Hunne som is op dezelfde 


EN 2 SES n2— 
wijze: (5) HEE tn + ne B nt =D 2) = 
n.—2n +1 Ins — An? d 42 Hdn—4 Ann? H On —3 
B 4 AT nae 


De som van de getallen van a en b te zamen is derhalve: 
nil , NS BN2H6n—3 AMS — And n—4 n3— An? HJ In —2 
HUE 4 En Á on 2 É 
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Rij BD. Wijl al de getallen der rij BD de supplement- 
getallen zijn van de getallen der rij AC, bedraagt de som 
van al de getallen der rijen AC en BD te zamen: n(n? +1), 
en moet derhalve ook de som van alle getallen der rij BD 


n(n2 +1) 
EE 


Dit blijkt ook weder uit de volgende berekening. 

Om dezelfde reden als van de reeksen a en 5 kunnen 
we. ook van de reeksen c en d tweelingen vormen, welker 
waarde op dezelfde wijze gelijk is aan: (n +1) + (n2—1l) = 
—= Nn? + n; en daar het aantal tweelingen weer —= Le 


is, is de som van al deze tweelingen: nd (n2 + n) = 


zijn: 


Oem then an OA adm 1) 
oe 2 RRD ie 

Tellen we hierbij het onevene getal ” op, dan vin- 
den wij voor oe som van al de getallen der rij BD: 


Bek ns 3 2 
” inf ze Le ln 


1) Ook deze waarde hadden we evengoed door afzonderlijke bereke- 
ning van c en d kunnen vinden: 


De AE getallen van c,‚ waarvan » +1 het kleinste is, zijn dus: 

ntl=ldtx; 

nt3=3 HN; 

nt5=5 dn; enz. Hunne som is: 

pads iel Zen j Dn 
(5 ) ti 1 ad, EE 

De Haa aries van d beginnen met: (n2—n +1) +1, en zijn 
derhalve: 

nand 2=l + (n2—n 1); 

nan d4=3 HF (N2—Nn +1); 

nin 6=5H(N2—Nn +1); enz., zoodat hunne som is: 

In gn nil 
(5 Ei) de NEE ee Nn di der LE Een 
 fÛ ee __ 2n3— nd nl 
Ee 4 


De som van de getallen van c en d te zamen is dus: 
Sn? —4n tl Ann Hn—l MB n NIN 


aren 7 EE 


95 


Rij CD. Deze bestaat, behalve uit de evene hoekgetallen 
n?— And 3 en n?— 1, uit de onevene getallen e en f. 


5 onevene getallen van e beginnen met 1; hunne 


Sr ARD ph, 1 
som is derhalve: (5) en. 


n= 
De 5 


Van de Cek onevene getallen van f, die kleiner zijn 


2 
dan het supplementgetal „2 —n +1, is het grootste der- 
halve: (n2—nJ-1)—2=n?—n—l; in afdalende reeks 
zijn ze dus: 
nl =(n?— nr); 
nin —8=(n? —n)—3; 
ni —n—5==(n?—n)— 5; enz., zoodat hunne som is: 

| n—_3\? ns—n?—3n2 dn n2—6n 9 
gen) 3 |) ng Te Ge PIE Eke 
er On Ne On Dr A MF 129 Ĳ 
ef. + Es + 

De som van al de getallen der rij CD is derhalve: 


n—3 


di 8__On? + 12n —9 
ee Ce la wed 
ee WN nl A ANS — On? J 12n 9 
On ae 4. ee 


_—__ 
__ nn 


4 
Rij AB. Wijl alle getallen der rij AB de supplementge- 
tallen zijn van de getallen der rij CD, is de som van al 
de getallen der rijen AB en CD te zamen — n(n?2 +1), 
en derhalve ook de som van de getallen der rij AB —= 


_ n(n?Jl) 
TE REUEK 


2nsd-2n _ n(n? +1) 
Ere ë 


pmm 


Dit blijkt ook weder uit de volgende berekening. 
De rij AB bevat, behalve de evene hoekgetallen 2 en 
2n — 2, de onevene getallen g en Jh. 


1) Zie noot 1 op blz. 92: indien » —= 3, is de waarde van deze 
formule —= 0. 


9% 


iter. onevene getallen van g volgen op » en zijn dus, 


beginnende met n + 2e 
EE 
der lam enz. nh som is A 


(n—3\? 6n + 9 
eN 
Ön JI FF ANF An On — 6 1 EN 
4 el 4 in 
De ë onevene getallen van h, volgende op n2 —n + 1, 


2 
beginnende dus met: (n2 — n + 1) +2 =n?—n + 3; ze zijn: 
n__n d83=ld (n?—n + 2); ak 

n__n d5=3 (Nn? —n 2); 
nend 7=5 (nn 2); enz. Hunne som is der- 


halve: (5) +75 Ln 2) 
wat mt M2—n +2) — 
wanneer ze 
ì == 


_ Ans nt An 3 
== en À 
Voor de som van al de getallen der rij AB vinden we dan: 
Sn2—10n 4-8  2n3 — Bn? + 4n—8 
gon 
Sten 8 HN LON Ft Ant SSN 
SDA ETE 5 DET TTT ii 


2ns + 2n _ nn? d- 1) 


Nu rijst de vraag, of Stifel wel noodig had, uit te gaan 
van het vierkant van 8 en zoo successievelijk op te 
klimmen, door de getallen van het reeds gevormde vierkant 
met een bedrag van 2 (n— 1) te verhoogen en telkens 
eenen nieuwen rand te vormen, zooals Ahrens op blz. 289 
en 246, en Günther op blz. 226 zegt, dan wel, of zijne 
methode zich ook eigent tot het onmiddelijk vervaardigen 


1) Zie noot 1 op blz. 95. 
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van een toovervierkant van elk willekeurig oneven getal, 
zoo ongeveer op de wijze, zooals Günther zich op blz. 220 
uitlaat: „Stifel.... füllt durch einen fortlaufenden Zug je 
immer die Hälfte der einem Umlauf angehörigen Zellen 
aus, bis schliesslich die innerste Zelle.... erreicht ist. 
Alsdann werden die noch leeren Felder durch ein analoges 
Verfahren mit den Zahlen, die noch übrig bleiben, besetzt”. 
Het laatste gedeelte onzer vraag kunnen wij in be- 
vestigenden zin beantwoorden, want van elk willekeurig 
oneven getal kan oogenblikkelijk een Stifel'sch vierkant 
worden geconstrueerd, al is het ook op eenigzins andere 
wijze dan Günther hier zegt; en ongetwijfeld heeft m. i 
ook Stifel deze wijze van constructie gekend, want anders 
zoude hem het „unschwer zu erkennende Bildungsgesetz”’ 1) 
onbekend gebleven zijn, wat niet aan te nemen is. — 


Ten opzigte van de 

tructie van een wille- 

Een keurig: Stifel'sch vierkant 
etaiel LL 


„durch einen fortlaufen- 
den Zug”, dien Günther 
niet nader aangeeft en 
waarvan Ahrens in het 
geheel niet spreekt, gelde 
het volgende. 

Denken wij ons de 
verschillende vierkanten 
in hunne wording, Z00- 
als Stifel die naar onze 
meening begon te ver- 


Jee 
aardigen, dan geeft, Fig. 
EB ik cesnaar wilekerr 


Fig. 18 kan worden vergroot en 
bid) waaruit het vierkant van 
ll ontstaan zal, ons daarvan eene voorstelling. 

Bij omranding van een vierkant moeten, zooals wij 
weten, al zijne getallen vergroot worden met een bedrag 
—=(n—l): de helft van het aantal vakken in den rand 
van het omsluitende vierkant, daar de helft van den rand 
bestemd is voor de 2(n—l) laagste getallen. En al schrijft 
Stifel nu ook de evene en de onevene getallen afzonderlijk 
in, zoo blijft het resultaat natuurlijk hetzelfde. 


1) Günther, blz. 226. 
Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 7 
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Het komt ons echter niet waarschijnlijk voor, dat Stifel 
eerst de onevene getallen zoude hebben ingevuld, en daarna 
de evene, zooals Ahrens dit (blz. 241) aangeeft; omdat: 

1°. de 2 steeds een vast hoekvak inneemt en in alle 
vierkanten evene hoekgetallen voorkomen, en hij deze dus 
blijkbaar tot basis nam; 

_ 2° zoowel de laagste als de hoogste evene getallen over 
slechts twee rijen zijn verdeeld en daarin analogie met het 
vierkant van 3 kan worden gevonden; 

3°, als gevolg daarvan dan ook reeds aan twee onevene 
getallen eene vaste plaats is aangewezen; 

4°, zoowel de laagste als de hoogste onevene getallen over 
drie rijen zijn verdeeld, en hunne plaatsing niet analoog is 
met die in het vierkant van 3 }) 

De constructie wordt 
ons gemakkelijk, wan- 
neer wij aannemen, dat 
de inschrijving in alle 
| vierkanten in het linker 
bovenvak begint met het 
laagste evene getal (de 2), 
en ons daarbij herinne- 
{ ren, dat voor het groot- 
ste der laagste getallen 
‚ de formule: 2n — 2 geldt, 
waarvoor men ook kan 
schrijven 2(n— 1): het- 
zelfde bedrag, waarmede 
de getallen van het in- 
geslotene vierkant wor- 
den verhoogd. Wij heb- 
| ben dan ter verhooging 
van de evene getallen van het ingeslotene vierkant met 
2(n—l1) niets anders te doen, dan in dat vierkant onze 
reeks van evene getallen, die in den rand met 2 (n— 1) 


1) Dat Stifel volgens de methode van Ahrens zoude hebben ge- 
handeld, d. w.z. na invulling van evene hoekgetallen terstond met de 
inschrijving der onevene getallen is begonnen, daarbij de getallen 
nen A +n—l weglatende, om die voor de verticale (onze horizontale) 
rijen te bewaren, is zeer onwaarschijnlijk. Dat a priori weglaten dezer 
getallen komt mij niet gemotiveerd voor; en het is wel toevallig, dat 
Ahrens daarbij juist de eenige goede keus doet; — maar wit de 
invulling der evene getallen vloeit de noodzakelijkheid hunner plaatsing 
in (onze) horizontale rijen voort. 
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eindigde, eenvoudig voort te zetten en aldaar de inschrijving 
op dezelfde wijze te verrigten (Fig. 14). Dit proces herhaalt 
zieh natuurlijk bij elken overgang in een ingesloten vier- 
kant, wijl het evene getal, waarmede men daarin begint, 
steeds 2 grooter is, dan het grootste der laagste getallen, 
waarmede men in den omringenden rand eindigde. 

Zoodoende vult men derhalve zeer gemakkelijk „durch 
einen fortlaufende Zug” de laagste evene getallen van het 
vierkant in, tot ten slotte, niet „die innerste Zelle... 
erreicht ist”, maar het ingeslotene vierkant van 8. Immers 
bij de inschrijving der evene getallen, wordt „die innerste 
Zelle” nooit bereikt, want die bevat altijd een onevén getal, 
en zij kan dus hier alleen bij de inschrijving der onevene 
getallen bereikt worden. Aan het einde van de inschrijving 
der laagste evene getallen is dan echter niet, zooals 
Günther zegt, „die Hälfte der einem Umlauf angehörigen 
Zellen” ingevuld, maar slechts het vierde gedeelte; eerst dan, 
wanneer men van af het ingeslotene vierkant van 3 den 
buitenrand weder heeft bereikt en alle evene getallen inge- 
schreven zijn, is de helft „der einem Umlauf angehörigen 
Zellen” ingevuld. 

__De inschrijving van de tweede helft der evene getallen 
kan eveneens „durch einen fortlaufende Zug” gemakkelijk 
geschieden, door namelijk de inschrijving, waarmede het 
ingeslotene vierkant van 8 bereikt is, van daar verder 
naar den rand voort te zetten, wanneer men eene goede 
voorstelling heeft van de plaatsen, waar zij moeten staan 
en van de opvolging der vakken. Zoo niet, dan bewijst ons 
de wet der supplementgetallen uitstekende diensten. In 
Fig. 14 zijn hunne plaatsen door. puntjes aangegeven, 
waaruit blijkt, dat de evene getallen volkomen symmetrisch 
in het vierkant staan; en hunne opvolging is aangeduid 
door stippellijnen, met pijltjes voorzien. Hoe daarbij in elk 
vierkant de regter benedenvakken bereikt worden, is alleen 
voor den rand door de lijn 4 voorgesteld. — 

De nog overblijvende getallen zijn de onevene en zij 
moeten de blanco-vakken innemen. Wanneer wij nu ook 
weder een schema (Fig. 15) maken als van de laagste evene 
getallen, dan wordt ons de invulling van deze getallen 
eveneens gemakkelijk, wijl ook zij bij insluiting van een 
vierkant met 2(n—l1) toenemen. Wij hebben dan als 
kleinste oneven getal in het ingeslotene vierkant de waarde: 
2(n—l)d1l=n2 I=. 
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Maar ditzelfde bedrag, verkrijgen wij ook, wanneer we 
het grootste onevene der’ laagste getallen in ‘den rand met 
twee vermeerderen. Immers, dat onevene getal is: 
pen en dit, met 2 ver- 
meerderd, geeft: 
2n 3 2 =nl.. 

Wij hebben dus ook 
hier niet anders te doen, 
dan bij den overgang in 
een ingesloten vierkant 
de reeks der onevene ge- 
tallen eenvoudig voortte _ 
zetten langs den weg, 
die in Fig. 15 in elken 
rand voor de laagste 
onevene getallen is aan- 
gegeven. Wij verkrijgen 
zoo gemakkelijk de rang- 
schikking der onevene 
getallen ; en wanneer we 
dan daarbij weder de 
plaatsen, die voor de 
_ hoogste onevene ge- 
\ctallen zijn bestemd, 
‚door puntjes aange- 
‚geven (Fig. 16), dan is, 
‘zooals men reeds aan 
‚de blanco-vakken van 
… Fig. 14 kon zien, ook 
hier de symmetrie weder 
volkomen. 

Hunne opvolging heb 
ik hier weder op dezelfde 
wijze aangegeven als in 
Fig. 14: in het inge- 
slotene vierkant van 8 

door de lijn a, om te 

TE doen zien en men van 
Fig. 16 het _bovenmiddengetal 

brake naar die van de linker 

rij overgaat; hoe men van de getallen der linker rijen naar 
die van de regter rij in het omsluitende vierkant komt, 
door de lijn b; en hoe van hier weder het bovenmidden- 
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getal bereikt wordt, door de lijn c aan den buitenomtrek. 

Het ingeslotene vierkant van 1 (dat ik ook in Fig. 15 
teekende, als bestemd voor het onevene middengetal) heb 
ik met eene dikkere punt voorzien, om het daardoor van 
de andere puntvlakken te onderscheiden, wijl het midden- 
getal niet tot de hoogste onevene getallen behoort. Het behoort 
echter evenmin tot de laagste, en daarom heb ik het ook 
niet in het middenvak ingeschreven. Want dit middengetal 
staat tusschen de laagste en de hoogste (onevene) getallen 
en, strikt genomen, wordt dus ook bij de inschrijving der 
laagste getallen het middenvak niet bereikt: men is slechts 
tot zijne grens genaderd. — 

De inschrijving der getallen, zooals Stifel die naar onze 
meening verrigtte, is derhalve gemakkelijk genoeg, om 
zich daarvan bij eene voorkomende gelegenheid te bedienen, 
vrijwel even gemakkelijk als de methode van Moschopulos, 
zoodat het mij niet noodig voorkomt, om, wanneer men 
„momentan” een toovervierkant moet maken, „zu den 
Regeln das byzantinischen Mathematikers seine Zuflucht” 
te nemen. Maar zij geschiedt steeds in twee tempo's; en 
nemen we ook hier eenen automaat aan, als in het regel- 
matige vierkant, die met den eenen voet een even en met 
den anderen voet een oneven getal neerschrijft, dan moet 
die automaat door het Stifel’sche vierkant, niet wandelende, 
maar hinkende zijnen weg afleggen. (Wordt vervolgd). 


Vit de Theorie der Algebraïsche Vergelijkingen 


DOOR 


K. BES (Tilburg). 


(Vervolg van blz. 176, 5en jaargang). 


2. Het bepalen der gemeenschappelijke wortelstelsels. 


S 108. Is de resultant gelijk aan nul, dan hebben de ge- 
geven vergelijkingen een of meer gemeenschappeliĳjke wor- 
telstelsels. Hoe deze bepaald worden en welke:voorwaarden 
nog vervuld moeten zijn, zullen de gegeven verge- 
lijkingen meer dan één gemeenschappelijk wortelstelsel 
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hebben, kan, om niet te uitvoerig te worden, het best 
blijken uit een voorbeeld, waartoe genomen wordt het 
stelsel van drie homogene vergelijkingen van den tweeden 
graad: 


av? H Ay J Azae + Ay? + A52 + Ag = 0, 
bie? H boy J baue + buy? H- bege J- boe? — 0, p « « (142). 
AP H UY J C3WZ H CYP H C5Y2 + GG = 0, 

Om den resultant dezer vergelijkingen te bepalen, neemt 
men k — 4, Men verkrijgt dan 18 lineaire homogene ver- 


gelijkingen, voorgesteld door de rijen van den eerstvolgen- 
den assemblant: 


dj dg ds A4 A5 de -C, bi 
dj 4943 dy Us de =C Dg 
dj _d9d3 Ay ds Ag =C3 Ù3 
04 dg A3 A4 ds de -C4 D4 
di dg A3 dy A5 dg =C5 5 
dy dg dz A4 ds Ag -C6 Dg 
by bo b3 Da bs be 1 -U 
bi, bg bg ba bs be Cg _ -dg 
À Ì 0, dn 4 bs bo RAS met | ® |. (143). 
1 2 U3 4 05 Vg Cr A 
bi bs D3 Da Ds be C5 __-05 
bi bs b3 b4 bs be C6 _-06 
Ci Cg C3 C4 C5 Ca -bi 44 
C1 _C9C3 C4 C5 CB -bj do 
Ci C3C3 Ca C5 Ca -bs 03 
C4 Ca C3 C4 C5 CB -b4 A4 
Ci Ca C3 C4 C5 C6 -b5 45 
Ci Co C3 C4 C5 C6 -b6 0e 


De rijen van dezen assemblant zijn verbonden door drie 
lineaire betrekkingen, wier coëfficienten vermeld zijn in de 
kolommen van den onder (148) in de tweede plaats ver- 
melden assemblant. 

Stelt men de determinanten bevat in den eersten assem- 
blant (143) op de bekende wijze voor, dan verkrijgt men 
voor den resultant der vergelijkingen (142) o.a: 
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-C, bi 
EEND Ae tee oe an var SLA 
Cy 


Is de resultant (144) gelijk aan nul, dan kan men het 
gemeenschappelijke wortelstelsel der vergelijkingen (142) 
bepalen door k == 3 te nemen. Men verkrijgt dan 9 lineaire 
homogene vergelijkingen met 10 onbekenden, voorgesteld 
door de rijen van den assemblant: 


aj dg dz Ay A5 dg 
dy A5 Ag Og A5 ds 
| dj 49 A3 Aq A5 Ag 
bi ba ba ba bs be 
b, bs bs b4 bs bs . . . . . . . . . (145). 
b, bz b3 ba bs bo 
C1 Co Cg C4 C5 C6 
C1 Cz C3 C4 C5 Cg 


Maakt men hieruit de resulteerende vergelijkingen op 
tusschen twee op elkaar volgende termen, bijv. die tus- 
schen den eersten en den tweeden en die tusschen den 
tweeden en den derden term, dan verkrijgt men ter be- 
paling van het gemeenschappelijke wortelstelsel der ver- 
gelijkingen (142): 


SAov + SAjy = 0, 
B 0. ON tee ELO 


waaruit volgt: 


% y z 
iT (147 
S 109. Hebben de vergelijkingen (142) twee gemeenschap- 
pelijke wortelstelsels, dan moeten de lineaire homogene 
vergelijkingen (145) ook twee wortelstelsels hebben. Hier- 
voor wordt vereischt, dat alle determinanten der hoogste 
orde bevat in den assemblant (145) gelijk aan nul zijn. 
Om deze twee gemeenschappelijke wortelstelsels te be- 
palen, kan men de waarde van k niet verlagen. Men laat 
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nu uit den assemblant (145) een der rijen weg, en bepaalt 
uit de 8 overblijvende lineaire vergelijkingen de resulteerende 
vergelijkingen tùusschén drie daarvoor geschikte termen, 
bijv. die tusschen de drie laatste termen en die tusschen 
den zesden, negenden en tienden term. 

Men verkrijgt dan ter bepaling van de twee gemeen- 
schappelijke wortelstelsels de vergelijkingen: 


SAs zo 9? En SAs 10 UZ ak SA o 2 ep 
SA zo ĳ + SAs 10 y + SA 5,5 dn, 


De bijzondere gevallen, die zich hierbij kunnen voor- 
doen, o.a. dat bij dezelfde waarden van y en # twee waar- 
den van ” behooren, blijven hier verder buiten beschouwing. 

S 110. Hebben de vergelijkingen (142) drie gemeenschap- 
pelijke wortelstelsels, dan moeten alle determinanten van 
de op één na hoogste orde bevat in den assemblant (145) 
gelijk aan nul zijn. 

In dit geval kunnen de gemeenschappelijke wortelstelsels 
bepaald worden door uit dezen assemblant twee willekeurige 
rijen weg te laten. Zonder verder in bijzonderheden te 
treden, verkrijgt men dan ter bepaling van de drie gemeen- 
schappelijke wortelstelsels de vergelijkingen : 


SERRA PE Ed ha hr SAL 2 BBK os 

Astgao eh SAT 04 Zere Ard rg Voos ete nd Zn (149) 
WE SM ne 3A1,2 BALI oo RG 

Alo ve + Á 69,10 Vit ABe ib uz + ARNE == 0, 


(148). 


S 111. Men kan in de beschouwde gevallen ter bepaling 
van sommige resulteerende vergelijkingen ook gebruik maken 
van den assemblant, dien men verkrijgt voor k —= 2: 

dj do dz da A5 Ue 
bi-Do ba-bacbs De [vat aten er Ten 
C{ Cg C3 C4 C5 Ca 

Hieruit vloeien bijv. de volgende vergelijkingen voort: 


PA4,5,6 Dz + ZA ss,6 Zesde B dte Geel ENE 2 == 0, 
ve DY + ZAG ee Velt Ede Yet en 2 == 0, 
Door de eerste dezer vergelijkingen met y,‚ de tweede 


met z# te vermenigvuldigen en daarna op te tellen, leidt 
men hieruit de vergelijking af: | 


zearB 
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A, 5,6 ir (SA 4,6 an 5, ©) ye Bin (As, 4,5 a Ze zel yes + 
En Ke RO iere. tE zoe (152), 


welke in het geval van drie gemeenschappelijke wortel- 
stelsels, in verband met een der vergelijkingen (151) tot 
bepaling van die wortelstelsels dienen kan. 

Hierbij kunnen zich nog wel bijzonderheden “voordoen, 
welke evenwel niet verder behandeld zullen worden. 

S 112. Hebben de vergelijkingen (142) vier gemeenschap- 
pelijke wortelstelsels, dan moeten alle determinanten der 
hoogste orde bevat in den assemblant (150) gelijk aan nul 
zijn. In dit geval voldoen al de gemeenschappelijke wortel- 
stelsels van twee der drie gegeven vergelijkingen ook aan 
de derde. De gemeenschappelijke wortelstelsels kunnen 
dan bepaald worden op de wijze als in het vorige hoofd- 
stuk vermeld. 

De behandelde theorie verschaft het middel ook de voor- 
waarden op te stellen, die vervuld moeten zijn, zullen 
vier of meer homogene vergelijkingen met drie onbekenden 
gemeenschappelijke wortelstelsels toelaten. Het onderzoek 
van deze gevallen wordt, om niet te uitvoerig te worden, 
aan den lezer overgelaten. 


3. Gelijke gemeenschappelijke Wortelstelsels van twee 
homogene Vergelijkingen met drie Onbekenden. 


S 115. Door middel van de in de vorige afdeeling be- 
handelde theorie kan men de gelijke gemeenschappelijke 
wortelstelsels van twee homogene vergelijkingen met drie 
onbekenden bepalen, zonder tevens de andere gemeen- 
schappelijke wortelstelsels te berekenen. 

Laat ons, om dit aan te toonen, de eerste leden der 
vergelijkingen (98) kortweg voorstellen door @ en w en 
hunne afgeleiden naar x, y en # door ps, py, pz En War Wy, We. 
Volgens eene bekende eigenschap der homogene functiën 
heeft men dan: 


BPe J YP A AP: == NP, 
Ba J YWy Hape == MW, 
substitueert men hierin een wortelstelsel 4, 44, 24 der 

gegeven vergelijkingen, dan verkrijgt men: 
UP + UP t APO, 

BiWar HWW HAW =O, 


. (153). 


. (154). 
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In de vergelijkingen, die men door differentieeren ver- 
krijgt (daarbij uitgaande van de waarden, die de afgeleide 
functiën verkrijgen voor 2 ==, Y = 41. za): 


Pardo H Pndy + ogde=0, } ON 
Wa dr + Wy dy J Wa de =O, 


mag men, in geval de gegeven vergelijkingen, behalve het 
wortelstelsel z,, 4, 2, nog een tweede wortelstelsel 
Lo, Ya, Zo hebben, dat aan het eerste gelijk kan worden, 
dx, dy, de achtereenvolgens vervangen door & — %: 
Ya — Ys 2 4- Hierdoor verkrijgt men: 


(Wa — Hi) Pr Fr Ya — Yi) Pi H (2) Pa — O0, (156) 
(&3 — Ki) War H Ya — Yi) Win + (22 — A) War 0, 
waaruit, in verband met (154) voortvloeit : 


Na Par Hr Y2Pyn H oP =S Oy vd) oe 
LW H Yoi He Loa =O, 


Aan de twee lineaire homogene vergelijkingen met drie 
onbekenden : 


LP HUP + La =O, 
EE 

BW HU d ZW =O, CLE 
wordt in dit geval voldaan, blijkens de vergelijkingen 
(154) en (157), door twee onderling onafhankelijke wortel- 
stelsels. Dit is alleen mogelijk, wanneer alle determinanten 
gelijk aan nul zijn, bevat in den assemblant: 


Par Pr Pa 
Wai Wu Wa 

Verkrijgt één dezer determinanten, die niet identiek nul 
is, de waarde nul, dan zijn, krachtens de vergelijkingen 
(154), ook de overige determinanten gelijk aan nul. De 
gelijke gemeenschappelijke wortelstelsels van twee homo- 
gene vergelijkingen met drie onbekenden 


Old | 
boren 
moeten dus, behalve aan de vergelijkingen zelf, nog vol- 
doen aan de vergelijking, die men verkrijgt door een der 
determinanten, die niet identiek nul is, uit den assemblant : 


We Wy Wy 


(159). 


2 


dj 45 


1 Da 
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gelijk aan nul te stellen. Ze vormen dus de gemeen- 
schappelijke wortelstelsels van drie homogene vergelijkingen 
met drie onbekenden. De voorwaarde, die vereischt wordt, 
zullen de gegeven vergelijkingen gelijke gemeenschappelijke 
wortelstelsels hebben, is dus, dat de resultant dezer drie 
vergelijkingen gelijk aan nul is. 

S 114. Wenscht men, ter toepassing van het behandelde 
in de vorige paragraaf, te onderzoeken of de twee homo- 


„gene vergelijkingen van den tweeden graad (101) gelijke 
_gemeenschappelijke wortelstelsels hebben en, zoo zulks het 


geval is, deze te berekenen, zonder daarbij tevens de 
overige wortelstelsels te bepalen, dan moet, behalve aan 
de vergelijkingen (101), wier eerste leden kortweg door 
p en w kunnen worden voorgesteld, nog voldaan worden 
aan de vergelijking van den tweeden graad: 


Pr Wy — Py WAGO tense dg Tg He BRR RL Len Oyrote ol5 (162). 
Door ontwikkeling gaat deze over in: 
a, d a, d dg U ds a 
2 ber, 145|__ | 42 d3 2 U4 
Reet, zy + jef VAD NON 
dg A5 dz d4 (oil tan s | 168 
Een J- 2 rite + Zn 2 On a CHR 


Men substitueert nu in de uitkomsten, verkregen in de 
tweede afdeeling van dit hoofdstuk voor c‚, c9, enz. de 
coëfficienten der vergelijking (163). 

Wordt dan de resultaat (144) gelijk aan nul, terwijl niet 
alle determinanten der hoogste orde bevat in den assem- 
blant (145) gelijk aan nul zijn, dan hebben de vergelijkingen 
(101) slechts één stelsel gelijke wortels, hetwelk bepaald 
wordt door de vergelijkingen (147). 

Het behandelde in de paragrafen 109—112 verschaft het 
middel om te onderzoeken of de vergelijkingen (101) nog 
meer gelijke wortelstelsels toelaten en, zoo ja, om deze te 
berekenen. 


4, Singuliere Wortelstelsels van één homogene Vergelijking 
met drie Onbekenden. 


S 115. Het is duidelijk, dat één enkele homogene ver- 
gelijking van den „den graad met drie onbekenden: 
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aj U” + aak dsas tbe 22 
Nen N 
Pnsn? —= (A 


oneindig veel wortelstelsels toelaat. Deze wortelstelsels zijn 
echter niet onafhankelijk van elkaar, maar door 2 8 5 )— 1 


dezer wortelstelsels, mits zij onafhankelijk zijn, zijn de 
overige bepaald. 

Om dit te bewijzen, vervangt men in de vergelijking 
(164) de achtereenvolgende argumenten van de ternaire 
functie, waaruit het eerste lid dezer vergelijking bestaat, 
HOOGTEN Dok Wa ede br . Hierdoor verkrijgt men eene 


lineaire homogene vergelijking met ( k u 7 ) onbekenden, nl: 


nJ-2 1 nt 2 
Car) CE 
Aan deze vergelijking wordt voldaan door hoogstens 


ke je jd — l onafhankelijke wortelstelsels, waaruit volgt, 


A, Di + Ao PoF Dz Pz H Ay Pa FHU —0...(165) 


dat ook de vergelijking (164) niet meer dan wr) 1 
onafhankelijke wortelstelsels kan hebben. 
Tracht men nu, op de wijze als in S$ 68, uit (0 1) l 


onafhankelijke wortelstelsels der vergelijking (165) een 
wortelstelsel voor de vergelijking (164) te vinden, dan 
komt men weder terug op dezelfde vergelijking (164), 
nadat deze door de nde macht van een der onbekenden 
gedeeld is. 

Op deze wijze kan men ook het overige, dat in de eerste 
afdeeling van hoofdstuk IV voor een homogene vergelijking 
met twee onbekenden is medegedeeld, overbrengen op de 
vergelijking (164). 

Onder de wortelstelsels, die aan de homogene vergelijking 
(164) met drie onbekenden voldoen, komen er mn voor, 
die tevens voldoen aan eene homogene vergelijking met 
drie onbekenden van den graad me, waarbij m<{n is. Van 
deze mn wortelstelsels kunnen er, krachtens hoofdstuk VI, 
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ed | | 
afd. 3, niet meer dan mn — 5 9 ) dienen tot bepaling 


der coëfficienten van de vergelijking (164). De (od) 


overige wortelstelsels zijn dus afhankelijk van de andere. 

S 116. Voor eene homogene vergelijking met drie onbe- 
kenden kunnen nog bijzondere wortelstelsels bestaan, welke 
men singuliere wortelstelsels genoemd heeft. 

Ten einde te verklaren, wat men hierdoor verstaat, 
wordt het eerste lid der vergelijking (164) kortweg door gp 
voorgesteld en de afgeleiden hiervan door pz, py, @z. Voor 
alle waarden van x,y en 2 bestaat dan de vergelijking: 


io AO APE rare t (LOO. 
Is nu x, y, 2 een wortelstelsel der PRISE (164), 
dan voldoet dit ook aan de vergelijking: 


LPa de YPy EEn El HATE EA A OD hee LOZEN 


Hieruit volgt, dat de gemeenschappelijke wortelstelsels 
der drie vergelijkingen van den ”— Iden graad: 


pr = 0, 
nde at an vrt (168) 
pz = 0, 


ook voldoen aan de vergelijking (164). 

Deze wortelstelsels behooren tot de singuliere wortel- 
stelsels. Zij worden wortelstelsels der tweede orde of, uit 
een meetkundig oogpunt beschouwd, dubbelpunten genoemd. 

Het is duidelijk, dat niet iedere homogene vergelijking 
met drie onbekenden wortelstelsels van de tweede orde 
heeft. Hiervoor wordt vereischt, dat de resultant der ver- 
gelijkingen (168) gelijk aan nul is. Deze resultant wordt 
de discriminant der vergelijking (164) genoemd. 

Is de diseriminant gelijk aan nul, dan levert de theorie, 
behandeld in de tweede afdeeling van dit hoofdstuk, het 
middel op om de wortelstelsels van de tweede orde te 
bepalen en om de voorwaarden op te stellen, die vervuld 
moeten zijn, zal de vergelijking (164) twee, drie of meer 
dergelijke wortelstelsels hebben. 

S 117. Tot de singuliere wortelstelsels der homogene 
vergelijking (164) met drie onbekenden behooren ook die, 
welke voldoen aan de zes vergelijkingen van den n—2den 
graad: 
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welke verkregen worden door de oorspronkelijke vergelijking 
tweemaal te differentieeren. Deze wortelstelsels heeten 
wortelstelsels van de derde orde of ook wel drievoudige 
punten. 

Voor het bestaan van dergelijke wortelstelsels wordt 
vereischt, dat de discriminant der vergelijking nul is, maar 
deze voorwaarde is niet voldoende. De voorgaande theorie 
verschaft echter het middel de vereischte voorwaarden op 
te stellen en als deze vervuld zijn, de wortelstelsels dezer 
soort te berekenen. | 

Uit het voorgaande valt gemakkelijk af te leiden, dat 
eene homogene vergelijking met drie onbekenden ook 
wortelstelsels van hoogere orde dan de derde kan hebben. 
Wat daardoor verstaan moet worden en hoe men te werk 
moet. gaan om te onderzoeken of eene vergelijking zulke 
wortelstelsels heeft en als deze bestaan, ze te berekenen, 
is uit het voorgaande van zelf duidelijk. 


5. Ontbindbaarheid eener ‘ternavre functie in factoren. 


S 118. Met het aanwezig zijn in eene homogene ver- 
gelijking met drie onbekenden van: wortelstelsels der tweede 
orde, hangt nauw samen de ontbindbaarheid in factoren van 
de ternaire functie, die het eerste lid dezer vergelijking 
uitmaakt. | 

In eenige gevallen beslist het aantal dezer wortelstelsels 
alleen reeds of de functie ontbindbaar is of niet. In andere 
gevallen wordt een dieper gaande studie dezer wortelstelsels 
vereischt om tot een besluit te komen of de functie ont- 
bindbaar is of niet. 

Hierbij worden de volgende stellingen in toepassing 
gebracht: 

LL. Indien eene homogene vergelijking van den nden graad 
met drie onbekenden minder dan n—l wortelstelsels van de 
tweede orde heeft, dan is de ternaire functie, welke het eerste 
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lid dezer vergelijking witmaakt onontbindbaar binnen het 
gebied der algebraïsche getallen. 
II. Heeft eene homogene vergelijking van den nden graad 


met drie onbekenden meer dan (” Pi ) wortelstelsels van de 


tweede orde, dan is haar eerste lid ontbindbaar in factoren. 

III. Als eene ternaire functie p van den nden graad ont- 
bindbaar is, moet men voor eene zekere waarde van k<n 
hebben, dat k (n — k) wortelstelsels van de tweede orde der 
vergelijking p=0 te gelijk voldoen aan eene vergelijking van 
den kden graad. 

Bestaat er geen waarde van k <n, waarvoor dit het geval 
is, dan is de beschouwde ternaïre functie onontbindbaar. 

Het zou te ver voeren om voor deze stellingen nieuwe 
bewijzen voor te dragen of de bestaande bewijzen, die 
grootendeels op meetkundige beschouwingen berusten, aan 
een critisch onderzoek te onderwerpen. De drie genoemde 
stellingen zijn voldoende om te onderkennen of eene ter- 
naire functie binnen het gebied der algebraïsche getallen 
ontbindbaar is of niet. 

Het aantal wortelstelsels van de tweede orde eener 
homogene vergelijking van den „den graad met drie onbe- 


kenden is hoogstens 5 . Dit aantal wordt bereikt als 
het eerste lid ontbindbaar is in #” lineaire factoren. Het 
kan overigens alle aantallen beloopen van o tot (5). 


Is het aantal wortelstelsels van de tweede orde kleiner 
dan „— 1, dan is het eerste lid der vergelijking onontbind- 
baar, d.i. in n — 1 gevallen. 


—l 
Is dit aantal grooter dan ( 4 9 ). dan is het eerste lid der 


vergelijking stellig ontbindbaar, d. i. in (5) Ee io ) —= Nl 


gevallen. 
Is het aantal wortelstelsels der tweede orde n— 1 tot 


("5 : dan is er twijfel of het eerste lid der vergelijking 
ontbindbaar is of niet, d.i. in (ha )-eDel"s) 


gevallen. 
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Om in deze twijfelachtige gevallen zekerheid te verkrijgen 
over de al of niet ontbindbaarheid der functie, die het 
eerste lid der vergelijking uitmaakt, moet men gebruik 
maken van de derde stelling hierboven genoemd. 

Deze stelling vloeit onmiddellijk voort uit het feit, dat 
de gemeenschappelijke wortelstelsels van twee homogene 
vergelijkingen met drie onbekenden: 


Ws 

mon ere 
ingeval p == wy is, wortelstelsels der tweede orde zijn 
der vergelijking: 

PIO (47 13e 


Met het oog op den aard van dit tijdschrift zou het te 
ver voeren genoemde stellingen op voorbeelden toe te pas- 
sen en te laten zien, hoe men hierdoor tevens de onont- 
bindbare factoren van eene ternaire functie bepalen kan. 

Een enkele opmerking nog. Het kan gebeuren, dat eene 
ternaire functie een factor meer dan eenmaal bevat. In 
dit geval bevatten de afgeleiden dezer functie dezen factor 
ook, en wel eenmaal minder dan hij in de functie zelf 
voorkomt. Zoekt men nu den grootsten gemeenen deeler 
van de afgeleide functiën, dan kan men de oorspronkelijke 
functie hierdoor deelen en deze daardoor van de veel- 
voudige factoren bevrijden. 


6. Naschrift over de Eliminatie. 


S 119. De behandelde eliminatie-methode kan op dezelfde 
wijze worden toegepast op homogene vergelijkingen met 
meer dan drie onbekenden. 

Langs dezen weg is men er in geslaagd de twee vol- 
gende algemeene uitkomsten te verkrijgen: 

1. de resultant van # homogene vergelijkingen met % 
onbekenden ; 

2. de eindvergeliĳjkingen van „ homogene ‘vergelijkingen 
met ” + 1 onbekenden. 

De resultant van „ homogene vergelijkingen van de 
graden 94, 9, 93. -.« On met » onbekenden is een homogene 


vorm van den graad 94 99... On Een welke in het alge- 
1 Yk 


meen beschouwd kan worden als de uitkomst van achter- 
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eenvolgende deelingen van »— 1 determinanten. Hij is 
ten opzichte van de coëfficienten der eerste vergelijking 
van den graad gs 9s...Qn, ten opzichte van die der tweede 
vergelijking van den graad 9, g3...Ogn, enz. en homogeen 
ten opzichte van de coöfficienten van elk der vergelijkingen. 

De eindvergelijkingen van een stelsel, bestaande uit » 
homogene vergelijkingen van de graden g,, ga, 93... On 
met ” + 1 onbekenden, zijn ten opzichte der onbekenden 
van den graad 94 9 g3...Qgn, terwijl hunne coëfficienten 
homogene vormen zijn van den graad g, 9a...On À D, 

1 Gk 

Ten opzichte van de coëfficienten der eerste vergelijking 
zijn deze vormen van den graad go gs ...gn, ten opzichte 
van die der tweede vergelijking van den graad g, 93... gn, 
enz. De samenstelling van de coëfficienten der eindverge- 
lijkingen van » homogene vergelijkingen met n + 1 onbeken- 
den geschiedt op analoge wijze als die van den resultant 
van # homogene vergelijkingen met „ onbekenden !). 

S 120. Het tweede resultaat staat met het eerste in 
verband. 

Heeft men #” homogene vergelijkingen van de graden 
Mis J2,--- Yn Met Nn + 1 onbekenden, dan kan men twee 
der onbekenden vermenigvuldigen met eene willekeurige 
grootheid, die men als nieuwe onbekende aanneemt , terwijl 
men de twee andere onbekenden beschouwt als te behooren 
tot de coëfficienten. Rangschikt men vervolgens de verge- 
lijkingen naar de argumenten der ” onbekenden, die er nu 
in voorkomen, dan verkrijgt men een stelsel van ” homo- 
gene vergelijkingen met „ onbekenden. 

De coëfficienten van deze vergelijkingen zijn nu homogene 
functiën van de twee overige onbekenden, welke in de 
gegeven vergelijkingen voorkomen. 

Ze zijn ten opzichte van de coëfficienten der gegeven ver- 
gelijkingen van den eersten graad, terwijl hun graad ten 
opzichte van de onbekenden, die er in voorkomen, overeen- 


1) De belangstellende lezer raadplege hierover de Verhandelingen 
der Kon. Akad. van Wetensch. te Amsterdam (Eerste Sectie); dl VI 
n0, 7, dl VIII n0, 1, n0, 2 en nl, 6, getiteld: 

1. Théorie générale de Elimination, 

2. L'équation finale, 

3. Les systèmes de racines, | 

4, La dépendance ou lindépendance d'un système d’équations algé- 
briques. 


Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. de 
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stemt met den exponent der ingevoerde hulponbekende in 
den term, waartoe de beschouwde coëöfficient behoort. 

Stelt men den resultant van dit stelsel vergelijkingen 
gelijk aan nul, dan verkrijgt men eene vergelijking tusschen 
de twee overige onbekenden, welke dezelfde moet zijn als 
de op eene andere wijze verkregen eindvergelijking tusschen 
deze onbekenden. Ze moet dus zijn homogeen en van den 
graad 94 9o...On- 

Verder is aan den vorm der vergelijking, als resultant 
van een stelsel van ” homogene vergelijkingen met ” onbe- 
kenden, terstond te zien, dat hare coëfficienten vormen zijn 


van den graad 9, 99... On 2, die ten opzichte van de 
1 Uk 


coëfficienten der eerste vergelijking zijn van den graad 
9293-..9n, ten opzichte van die der tweede van den graad 
91 93--- Yn, ENZ. 

Uit het verhandelde kan de volgende eigenschap ge- 
makkelijk worden afgeleid: 

Als in een stelsel van n homogene vergelijkingen van de 
graden qy,ga,---Qn, met n onbekenden de coëfficienten der 
termen, waarin de verschillende machten voorkomen van een 
der onbekenden, vervangen worden door homogene functiën 
van nieuwe veranderlijken van denzelfden graad als de 
machten dier onbekenden dan gaat de resultant dier verge- 
lijkingen over in eene homogene functie dier veranderlijken 
van den graad Qi Jo. gn- 

S 121. Langs den weg in de vorige paragraaf gevolgd, 
kan nog een ander algemeen resultaat worden gevonden, 
nl. de samenstelling der vergelijkingen, die ontstaan door 
eliminatie van n— 1 onbekenden wit een stelsel van n homo- 
gene vergelijkingen van de graden qy, Jo, .--Ggn Met n + ny 
onbekenden. 

Daartoe vermenigvuldigt men de », + l onbekenden, die 
men in de eindvergelijking wil overhouden, met eene wille- 
keurige grootheid, die men als nieuwe onbekende aanneemt, 
terwijl men de #/ + 1 onbekenden zelf beschouwt als be- 
hoorende tot de coëfficienten. Vervolgens rangschikt men 
de eerste leden der vergelijkingen uaar de argumenten der 
onbekenden, die er nu expliciet in voorkomen. Hierdoor 
verkrijgt men een stelsel van ” homogene vergelijkingen 
met ” onbekenden, wier coëfficienten homogene functiën 
zijn van de », + 1 onbekenden, welke men in de eindver- 
gelijking wil overhouden. Deze coëfficienten zijn van den 
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eersten graad ten opzichte van de coëfficienten der gegeven 
vergelijkingen. Hun graad ten opzichte van de verander- 
lijken, die er in voorkomen, is gelijk aan den exponent 
der ingevoerde hulponbekende in den term, waartoe de 
beschouwde coëfficient behoort. 

Vervolgens ontwikkelt men den resultant: dezer verge- 
lijkingen naar de argumenten der daarin voorkomende 
n‚ +1 onbekenden, waardoor men eene homogene verge- 
lijking tusschen deze onbekenden verkrijgt van den graad 
O1 Ja--.-Qn. De coëfficienten dezer vergelijking zijn vormen 


van den graad 9, 95... gn A, die ten opzichte van de 
1 Gk 


coëfficienten der eerste vergelijking zijn van den graad 
02 Q3--- gn, ten opzichte van die der tweede van den graad 
O1 93 --- qn, ENZ. 

S 122. Past men in het geval, waarin men „” homogene 
vergelijkingen met +, onbekenden heeft, de methode 
toe om rechtstreeks de eindvergelijking tusschen », + 1 
bepaalde onbekenden op te stellen, dan komt men in het 
algemeen niet tot het vermelde eenvoudige resultaat. In 
het geval, waarin alle vergelijkingen op één na van den 
eersten graad zijn, is de graad der te verkrijgen eindver- 
gelijking gelijk aan het product der graden van de gegeven 
vergelijkingen en hebben de coëfficienten de aangegeven 
samenstelling. In andere gevallen is de eindvergelijking, 
die men door toepassing dezer methode verkrijgt van 
hoogeren graad dan het product der graden van de gegeven 
vergelijkingen, terwijl de coëfficienten determinanten zijn, 
waarvan alsnog niet met zekerheid kan worden aange- 
wezen, dat zij zich laten herleiden tot vormen van den 


graad g, Jo .. et. 
1 Gr 


VRAAGSTUKKEN, 


1. Te bewijzen, dat de resultant der vergelijkingen: 


BRL apa! Te) 20, 
2 
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bv +boydbyz=0, 
CL® HY + C32=0, 
in den vorm 
ar Atag Aj" TE Ag dag Aj TT Ag Hay Aj 17 SAP — 
AT dader LA 


gebracht kan worden, waarbij A, As, A3 de determinanten 
voorstellen, bevat in den assemblant: 


0, b2 03 
C1 Ca C3 


2. Te bewijzen: 


b, bs b3 ; 
Ci Cg C3 bb 
bi bs b3 Train b3 | jk fn 
Ci Cg (3 Li 
b, bo 


3. Te bewijzen, dat de resultant der vergelijkingen: 
AN? H- agr y H- A32 + A4Y? + A52 J- AG = 0, 
bar + boy + biz =O, 
cr Hoy + oge =O, 
namelijk : 
U dz Az Uy A5 Ag 
b, ba 3 
bi beb |, 
bietet 
Ci C2 Cz 
Crus e ls 
gebracht kan worden in den vorm: 
Jay dg az by Cy 
‚| % Ja, As Dg Co 
| % % 2ag b3 C3 
b, bs Ò3 
Ci 030 


FIA 


4. De resultant te bepalen der vergelijkingen : 


ALE HAY + AE HJ Af HOE HG =O, 

bi? + boxy + Dgwe + bay? + Dsye J Doe =O, 

CD H- Co + Col =O, 
en hun gemeenschappelijk wortelstelsel te ber hen in 
geval de resultant nul is. 


5. De voorwaarden op te stellen, waaronder de ver- 
gelijkingen, in het voorgaande vraagstuk vermeld, twee 
gemeenschappelijke wortelstelsels hebben, alsmede de ver- 
gelijkingen, waardoor deze wortelstelsels bepaald worden. 


6. De betrekkingen van afhankelijkheid te bepalen, 
welke tusschen de vergelijkingen in vraagstuk 4 vermeld 
bestaan, in elk der gevallen, waarin zij één of twee ge- 
meenschappelijke wortelstelsels hebben. 


7. De voorwaarden op te stellen, die vervuld moeten 
zijn, zal de algemeene ternaire functie van den derden 
graad ontbindbaar zijn in twee of drie factoren. 


8. De al of niet ontbindbaarheid te bepalen van de 
volgende vormen en, in het geval van ontbindbaar zijn, 
de factoren te bepalen: 


a. MPH My Jz YH YH 27; 
WY HET Y — YE 
x3 — Zaya + YS J 23; 

LY H- UYL — LY — KE — YE2 + 25 

LS J ve — Y?z; 

KS — ULY2 — 22 J yt — Wy Hz; 
xt — 2222 — 232 — Bye zt, 


ne et hd 


(Wordt vervolgd). 
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Eenioe oplossingen van een bekend meetkundig 
vraagstuk. 


DOOR 


H.G. A. VERKAART (Bokstel.) 


Het bedoelde vraagstuk luidt als volgt: 

Tusschen de opstaande zijden BC en AC van een A ABC 
eene lijn DE te trekken, zóó dat men heeft BD = DE —= EA. 

Het komt ook voor onder de volgende gedaante: 

Een driehoek te construeeren uit tophoek en de sommen 
van elk der opstaande zijden met de basis. 


I.. Algebraïsche oplossing. 


Noemen we AD =DE == EA ==, dan heeft men 
(a — 0)? + (b—z}? — 2 (a —x) (b — xv) cos C —= 4? 
rek. a? + b2— Cc? 
Vervangt men hierin cos C door de waarde an 
dan vindt men, na herleiding, 
(a? — ab + b2 — 2) 1? + (a + b)|e2 — (a —b2| a —abe?=0. 
Hierin is 
A = (a + b2|e2 — (a — b2) | 2 — 4 abe? (Cc? —a2 + ab —b2)—= 
—= (a + b2 et — 2 (a + b)2 (a — be? + (a Hb)? (a —b)t — 
— 4 abe + 4 abe? (a? — ab + b2) = 
— (a — b2 let — 2 (a + be? + (a? —b2?| + 
+ 4 abe? (a? — ab + b2) = 
== (a — bD2(— 16 02 — 4 abe?) + 4 abe? (a? — ab + b2) = 
—=— 16 (a — b2 02 + 4 a? 2e? —= 
— 16 02 [4 R2 — (a — b)2|. 
De vorm achter het wortelteeken is dus steeds positief. 


De vergelijking heeft steeds 2 wortels, behalve wanneer 


Cc? == a? — ab J b?, dus als /C=60°. In dat geval is 
c2 


atb’ 


I= 


waaruit verschillende eenvoudige constructies 
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zijn af te leiden. Is /C<<60°, dan is de coëfficient van 
x2 positief. De som der wortels van de vergelijking is dan 
negatief en het product eveneens, waaruit het bestaan van 
een positieven wortel en van een negatieven met grooter 
absolute waarde volgt. Is /C >> 60°, dan is de coëöfficient 
van x2 negatief. De som en het product der wortels zijn 
dan positief, zoodat de vergelĳking dan 2 positieve wortels 
heeft. 


IL. Oplossing door gelijkvormige figuren. (Fig. 1). | 


Pas op BC en AC twee gelijke 
stukken BK en AL af. Trek uit L 
eene lijn // AB, beschrijf uit K met 
KB als straal een cirkel, die de 
lijn / AB snijdt in M en N, dan 
snijden de lijnen BM en BN de lijn 
AC in de gevraagde punten E en 
E‚. Het bewijs is eenvoudig. Het 
punt E is altijd bestaanbaar. Het 
punt E‚ niet, zoodra BN // AC is. 
In dit geval is ALNB een paralle- 
nerd bN == ALS BK NK 
A BNK is dus gelijkzijdig en /C = 
AN kei 00 


II. Andere oplossing door middel 
van gelijkvormige figuren. (Fig. 2). 


Voltooit men in de geconstru- 
eerde figuur het parallelogram BDEF 
en trekt men AF door tot de zijde 
BC in G wordt gesneden, dan is 
AC = CG. Trekt men GH / BFE, 
dan is ook GH —=GC. De punten G en H zijn gemakkelijk 
te vinden en daardoor ook de gevraagde figuur. 


Merl. 


(a he b) he 
a 


Wil een cirkel met b als straal de lijn AB snijden, dan 
moet men hebben: 


De loodlijn, uit G op AB neergelaten, is 


(a —b) he 
q 


De 


OR Z=a—-b 
2 R is steeds grooter dan a — b (Zie 1ste oplossing). Er zijn 
dus steeds 2 snijpunten H en H,. De constructie van het 
punt E is altijd mogenlijk; die van het punt E‚ wordt 
onmogelijk, als H, in A valt. In dat geval is GA = GC = 
— CA, dus A GCA gelijkzijdig, en /C 60°. 


Fig. 2. 


IV. Gemengde oplossing (half algebraïsch, half 
meetkundig). (Fig. 3). 


Trekken we in de voltooide figuur BF // DE, dan kan 
men, indien BF eenmaal gevonden is, gemakkelijk de figuur 
verder construeeren. Wij trachten dus het punt F te be- 
palen. Noemen we BD = DE —= EA #, dan vinden we 
Br nr ED) are 

a —ù at a— TD 

Hieruit volgt BF ;: AF =a : (a — b). 


121 


Veronderstellen we de punten E‚ en D, op een der ver- 
lengden van AC en BC gelegen, dan heeft men 


eds (ab) 
Re UA 
C Ook in dat geval is dus 


BF, : AF, =a:(a—b) 
De meetkundige plaats 
van F en F, is een cirkel, 
welks middelpunt op 
AB ligt. Heeft men 
eenmaal F en F, ge- 
vonden, dan vindt men 
Een E‚ door / CBF en 
Ee Gie het supplement van 
Z CBF, te halveeren. 
Het punt E‚ is onbe- 
staanbaar, indien deze 
Pig. 8: laatste lijn // AC. In 
dat geval is A BCF, 
gelijkbeenig, dus BF, = BC =a, zoodat dan AF, =a—b 
en CF, —=a is. A BCF, is dus gelijkzijdig en /C == 60°. 
Uit BF: AF —=a:(a —b) == BF, : AF, volgt, dat BA / FBF, 
middendoor deelt, zoodat BF en BF, en dus ook DE en D,E, 
gelijke helling hebben ten 
opzichte van AB. Dit 
volgt ook uit de 2de opl. 
en uit de 3de opl. De 
verhouding BF: AF = 
— 4d : (a — b) kan ook nog 
op de volgende wijze ver- 
werkt worden. (Fig. 4). 
Trekt men BF door 
tot de omgeschreven 
cirkel in G gesneden 
wordt, dan vindt men 
uit de gelijkvormige A A 


CBF en GAF, 
BOAC DE Al 
Fig. 4. — 4: (a —b). 


De koorde AG is dus 
gelijk aan a — b. Hieruit volgt eene zeer gemakkelijke 
constructie der lijnen BF en BF. Tevens volgt daaruit, 
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indien we den hoek, dien DE met de basis maakt, p noemen : 
a—b a b 
On on sin A — sin B. 

Deze waarde vindt men ook eenvoudig door BDEA te 
projecteeren op eene lijn |L AB. 


SUP 


V. Oplossing door middel van meetkundige plaatsen. (Fig. 5.) 


Zij BD =DE =EA. Deelen we /BDEen / AED midden- 
door, dan snijden deze lijnen elkaar in P op de bissectrice 
van Z/C. Verbinden we P met A en B, dan zijn de AA 
BDP, EDP en EAP congruent. Dus ZBPDS ZLPDS 
— EPA. Nu is /DPE =90° —4C, dus 

ZAPB == 360° -— 3 (90° — 4 C) == 90° + #G. 

C Voor het punt P,, behoorende bij de 
lijn D, E‚, heeft men / AP‚B == 360° — 
8 (90° + 40) = 90° — CO. 

De punten P en P, kunnen dus te 
gelijk bepaald worden door de snijding 
van de bissectrice van / C met een 
cirkel door A: en B. 

Is /.C == 60°, dan is ZAP 
en ZAP,/B==0. In dat geval valt het 
punt P in AB, en P, verdwijnt in t 
oneindige. 

Is Z A grooter dan 60°, dan komt 
het punt P beneden AB ‘te Aen 
Z APB is dan gelijk aan: 3 (90° — $ /0)= 
—=870°—# /C. Het punt P “let in 
dat geval boven AB, evenals de lijn 
D,E‚; ZAP,B is dan gelijk aan 
8 (90° +4 /C) ze 3609 = 8 /C — 90P, 

Zijn P en P, bepaald, dan is het 
gemakkelijk de figuur verder te constru- 

Fig. 5. eeren, als men let op de gelijkheid der 
lijnen AP en DP; BP en EP, AP, en D‚P,: BE SCORES 


VI. Andere oplossing door middel van meetkundige 
plaatsen. (Fig. 6). 


Bepalen we het snij punt S der diagonalen in vierhoek ABDE. 
ZBSA == /CJ ZCBE + / CAD, 


Tevens hebben we: 
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Z BSA =/ DSE = 180° — / BED — / ADE = 
— 180° — /CBE — / CAD. 
Dus /BSA == 90° +4 /C, 


Fig. 6. 


Á 


Het punt S ligt bijgevolg op den 
cirkel door A en B, die het middel- 
punt van den ingeschreven cirkel 
bevat. Voltooien we het parallelo- 
gram DSEF, dan deelen de lijnen 
DF en EF de hoeken CDE en CED 
middendoor, dus F ligt op de 
bissectrix van /C. Dit is trouwens 
steeds het geval, indien BD —= EA 
is. Immers, trekken we DF door, 
tot CE in G gesneden wordt, dan 
SDE SAR RG == BD 
—=(CD:CG. CF halveert dus /C, 
Nu is, zooals bekend, indien BD == 
— EA is, de meetkundige plaats 
van het midden van DE eene lijn 
// de bissectrix van Z/C, door het 
midden van AB getrokken, zoodat 
de meetkundige plaats van het 
snijpunt der diagonalen in dat 
geval ook eene lijn is // de bissec- 
trix van Z/C. Voor /BS/A vindt 
men 90° —4/C. Het punt F, 
ligt eveneens op de bissectrix van 
Z/C, ook wegens BD, = AK. Ook 


het punt S, heeft dezelfde meetkundige plaats als S. De 
punten S en S, kunnen dus steeds als volgt gevonden worden: 

Deel /C door de lijn CK middendoor. Neem BL = AK 
en trek door L eene lijn / CK. De punten, waarin deze 
lijn den cirkel door A en B en ’t middelpunt van den 
ingeschreven cirkel snijdt, zijn de gevraagde punten S en S,. 

Het punt S, als binnen den driehoek gelegen, levert 
steeds een oplossing. Bij S, kan het zich voordoen, dat de 
lijnen BS, en AS, evenwijdig zijn aan de overstaande zijden. 
Dit is ’t geval, indien /C == 60° is. 


124 


Uitbreiding van de stelling van Clapéyron 


DOOR 


C. SPRUIT Jr, (Rotterdam). 


Bij elastische liggers welke op meer dan twee steun- 
punten zijn opgelegd, bestaat er eene eenvoudige betrekking 
tusschen: 

de momenten in de doorsnede boven drie opeenvolgende 
steunpunten; 

de belastingen die zich tusschen die drie steunpunten 
bevinden ; 

de onderlinge afstanden der steunpunten en belastingen 
en de hoogteverschillen der steunpunten. 

Deze betrekking die bekend is als „stelting van Clapéyrou’ 
of „stelling der drie momenten” wordt toegepast om bij 
gegeven belastingen, afstanden, en hoogteverschillen, de 
momenten en reacties in de steunpunten te vinden, of 


’ 


Figs, 


a om van liggers, waarvan de verschillende reactie-com- 
ponenten bekend zijn, de doorbuigingen in willekeurige 
punten te bepalen. Men maakt hierbij dan gebruik van 
fictieve steunpunten. 
De afleiding dezer stelling zal hier kort worden aangegeven. 
In figuur 1 stellen A„_ 7, A„ en A7 drie opeenvol- 


gende steunpunten voor, uit een doorgaanden ligger waar- 
van dus A, j Ay het „— lste veld, en A, Ar tj HBL 


nde veld genoemd kunnen worden. 
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Î Noemt men verder P„_4 en P, de geconcentreerde 
4 lasten welke in het n — 1ste en nde veld optreden; a, _ 4 . 
il en bj resp. a, en b, hunne afstanden tot de links en 
8 rechts ervan gelegen steunpunten; M,,_;, M‚ en M, ‚4 
; de buigmomenten in de doorsneden bij A,,_ 1, A„ en A, + 15 


«a den hoek, welke de raaklijn aan den ligger in A, maakt 
met de horizontale lijn, en 4, _— 1, 4 en Yn 1 de verticaal 


HE gemeten afstanden tot een zelfde lijn, welke men zich 
ij horizontaal boven de steunpunten kan geplaatst denken, 
5 dan kan men de volgende vergelijkingen opstellen. 

: In het linkerveld is 

an 3 2 

E ba A 


yn In —1=%n —1— SP, 1 ETS Len lt 


Verder: NT rn Ones MI 0. (2). 


Uit vergel. (2) lost men A,„_ j op, en substitueert de 


waarde hiervan in vergel. (Ll), welke dan na herleiding 
O0 vergaat in 


6 EI (Wn — Yn —1) =O Elel, TSP 1 Un — 1 On —1 On —1 Fn — 1 + 
É HRM, HM). (8). 


Op gelijke wijze vindt men uit de beschouwing van het 
rechter veld 


OEI (U, 4 == —ÖElel, + ZP, a, by, (by + U) + 
+5, CM, + Mi). 


Deelt men vergel. (8) door 4, __ 4 en vergel. (4) door b, 
dan volgt na optelling en herleiding: 


My, ln —12M (bo 1 Hd) + My 1 In + 
Pyt An —1 On —1 On —1 Hls — 1) En An bn (by, + b) ae 
bn —1 bo 
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maine Glee) ZEN 


—J- 6EI re — 
bn —1 lb, 

Opmerking. Wanneer in plaats van geconcentreerde lasten, 
over een gedeelte van den ligger eene gelijkmatige belasting 
q per lengte-eenheid optreedt, dan kan men zich deze 
vervangen denken door een oneindig groot aantal oneindig 
kleine belastingen q dz. 

Ieder van deze belastingen veroorzaakt eene term van 
denzelfden vorm als vroeger de last P, en men heeft deze 
termen dus te integreeren om den totalen belastingsterm 
te vinden. 

Strekt zich dus in het »— ste veld eene gelijkmatige 
belasting q,,__ 1: uit tusschen twee punten gelegen op de 


afstanden c„__ 4 en dj van het steunpunt A, j, en in 
het „de veld eene belasting q, tusschen twee punten met 
afstanden c„ en d, tot A, dan wordt de vorm der ver- 
gelijking | 

MM, —1 by, a tre Un —1 Fl) + My, +1 an 


St Gadmen 


(err — dn 1 Eni) H 


Al —1 
12 2 
4, Ore B) 2 2 
dn (el de — en) + 


Is een veld totaal belast, dan wordt in de vergelijking 
de term tengevolge van de belasting eenvoudig + q &. 

Dit zijn de bekende vormen van de 3-momentenstelling, 
die met toepassingen, in verschillende leerboeken te 
vinden zijn. 

Minder bekend is de witbreiding welke aan deze stelling 
gegeven kan worden, teneinde haar ook toepasselijk te 
maken op liggers welke aan één of aan beide uiteinden zijn 
ingeklemd. 

De gewijzigde vorm, waarin de stelling dan optreedt kan 
op twee manieren worden afgeleid, nl. rechtstreeks uit de 
grondformules der buigingstheorie, of ook uit de, thans 
bekende, algemeene vorm. 
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a. Rechtstreeksche afleiding. | 

Voor de benaming der verschillende grootheden, welke 
overeenstemmen met die van het algemeene geval, zie 
men figuur 2. 

De hoek onder welken de balk is ingeklemd, zij gp 
Denkt men zich den 
ligger in Aj door- 
gesneden, dan zal de 
toestand van het ge- 
Geelen Ar a de 
zelfde blijven, wanneer 
men in A1 eene 
verticale kracht in- 
voert = A, j‚en een 
uitwendig moment = 

Fig. 2. M,, ‚1- Men kan nu 
de volgende vergelijking opstellen: 
18 
N 
Un — In +1 Pn ln + An HIST 


5 3 N 2 
Ei M, ‚3 ASA ee nnen En (6) 
2 El 5 Kl 2 El re 
Verder is- 
ZP, an — An +iln— My 1 — My... (1) 
a M — M 
en A 


b, h, 


Deze waarde gesubstitueerd in (6) geeft: 
2 


on bn Far Pa On — Mert Mo $+ 


M, H- 1 En + 1 de o, en a, b, Ue 
on 2 EI CET A OR et 
Ee We 
8 Dr de Sel Veen 
of: Pt EE, |U — at — Ba, bh} 


l In — Yn +1 
HeT — Mt 1 + 2M, + 3M, 4 1 er 
6 EI bn 
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DOME TM, TER 
Nn 

- GEI geen ORE 
Nn 


b. Afleiding wit de bekende vergelijking. 


Beschouwt men nog eens even figuur |l en de daarbij 
behoorende vergelijking, dan ziet men dat de term 
In—l— Yn 

bl 
der steunpunten A„_4 en A, zoodat men de vergelijking 


de helling 7 voorstelt van de verbindingslijn 


ook kan schrijven: 
bnl Mi rh Un1 eni bl) M,, an by, Mi de 
2 P_i Onl br (A1 a ER), il 2P, a, b, (b,, un 1) 
bi by, 


_— 
LOA en ee 


Men denkt zich nu het (n—l1)ste veld onbelast, en maakt 
den afstand A„_; A, steeds kleiner, door A; tot A, te 


laten naderen, dan gaat bij de limiet, n.l. op het oogen- 
blik dat A4 met A, samenvalt, de hoek 7 over in den 


richtingshoek van den ligger bij A, en is dus =p. De ligger 
zelf is dam ook in A, aan dezen hoek gebonden en kan niet 
meer willekeurig in A, van richting veranderen, wat dus wil 
zeggen dat hij bij A, onder den hoek gp, is ingeklemd. 

lj is nu tot O gereduceerd zoodat de vergelijking (9) 
overgaat in: 


2 Py an by (by, + bn) 


2b,M, + bn Mi Ie 7 an 
Nn 
OEL mn =O Hen (10). 
Nn 


Dit is dezelfde vorm als boven is gevonden. 
: Voor het veel voorkomend geval van horizontale inklem- 
ming is p, == 0, en heeft men dus den eenvoudigen vorm: 
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Rd Dl D l — 
nn n (On + 7) GRI In +H1 (11) 
b, b, 
Op dezelfde wijze als voorheen behandelt men ook hier 
de gelijkmatige belastingen. 
Voor een veld dat geheel gelijkmatig is belast met g,, 
per lengteëenheid, wordt dan de vergelijklng: 


Yn — In+1 
DIM, HU, Mn HB HOE (v,— In ie (Lody 


b 


al, My, + bn Mi + 


Toepassing : 


Een balk lang / is aan beide zijden ingeklemd, en over 
de geheele lengte gelijkmatig belast met Q == ql, en boven- 


dien in het midden met N. Gevraagd de inklemmings- 
momenten. 


Wegens de symmetrie zijn deze momenten gelijk. Duidt 
men ze aan met de letter M, dan kan men zonder meer 
de vergelijking opschrijven: 


RN, 
Dee Q 
HE es eek nT adm 
1 Ì j 
waaruit: M= zl rl 


lets over Gyclographie, naar aanleiding van de 
vraagstukken 13/ en 138.’ 


DOOR 


D. POSTMA, (Amsterdam.) 


Voor het oplossen van bovenvermelde vraagstukken heb 
ik gebruik gemaakt’ van de cyclographische methode. Deze 
methode is het eerst sistematisch ontwikkeld door Profes- 
sor Dr. Wilhelm Fiedler in een boek, getiteld: 


1) Zie Ben jaargang W. T., bladz. 92—96 der Oplossingen. 
Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 9 
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Cyclographie oder Construction der Aufgaben über Kreis 
und Kugeln in 1882 verschenen. Dit boek is evenwel niet 
meer in den handel verkrijgbaar, en daar deze methode ook 
niet algemeen bekend is, zal het voor een goed begrip der 
oplossingen gewenscht zijn, datgene van die methode mede 
te deelen, wat daarvoor noodig is. Daarvoor dus het volgende. 

In de eyclographie denkt men een cirkel als de afbeelding 
van een punt in de ruimte, waarvan het middelpunt de 
orthogonale projectie op het vlak van teekening is, en de 
straal gelijk is aan den afstand tot dit vlak. Elke cirkel is 
dus de afbeelding van twee punten, orthogonaal sym- 
metrisch gelegen ten opzichte van tafereel (in het ver- 
volg door z voorgesteld). Deze worden van elkaar onder- 
scheiden door den cirkel te voorzien van twee pijlrichtingen, 
waarbij de pijlrichting, die aangeeft de draaiingsrichting van 
de wijzers van een uurwerk, het punt aangeeft boven 7, 
de tegengestelde richting dat beneden 7, waarbij dit laatste 
als horizontaal vlak is gedacht. 


Hg el 


Zij nu (Fig. 1) 4, de neergeslagen rechte /, waarvan 
de projectie op 7 en punt D het doorgangspuntis. De punten 
dezer rechte worden dus afgebeeld door een stel cirkels, 
waarvan de middelpunten op een rechte zijn gelegen, en 
waarvan D een gelijkvormigheidspunt is van elk tweetal 
cirkels van dit stelsel, en wel het uitwendige wanneer de 
punten aan den zelfden kant van zr zijn gelegen, het in- 
wendige wanneer ze aan verschillende kanten zijn gelegen. 
Deze cirkels vormen een zoogenaamd lineair stelsel. 

Zij nu « de hoek tusschen het tafereel en de rechte 4, 
dan kunnen we de volgende drie gevallen onderscheiden: 
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1°. a << 45°, De cirkels liggen geheel aan weerszijden van 
punt D. 

2%, «a —= 45°, Alle cirkels gaan door punt D. 

3%, a >46°, Punt D ligt binnen alle cirkels. 

Als voorwaarde dat een cirkel moet gaan door een be- 
paald punt krijgt men dus, dat de verbindingslijn van het 
gegeven. punt en het punt, waarvan de gevraagde cirkel 
de cvclographische projectie zal zijn, een hoek van 45° met 
r insluit. De MP dezer punten is dus een gelijkzijdige om- 
wentelingskegel, waarvan het gegeven punt de top, en de 
Beter 19. 

Zij verder (Fig. 2) 

d de doorgang van 
een vlak, waarvan de 
standhoek met z gelijk 
aan « is. De punten 
van dit vlak worden 
voorgesteld door een 
zoogenaamd _ planair 
‚stelsel. van cirkels. 
Twee cirkels uit zulk 
een stelsel hebben dus 
hunne gelijkvormig- 
heidspunten altijd op 
den doorgang d van 
het vlak, de geliĳk- 
vormigheidspunten van drie cirkels, welke altijd te be- 
schouwen zijn als behoorende tot een zeker planair stelsel, 
liggen dus op een rechte en wel op den doorgang van dat 
vlak. Daar deze drie cirkels te beschouwen zijn als de 
projectiën van zes punten, n.m.l. twee stellen van drie, 
symmetrisch gelegen ten opzichte van 7, krijgt men hier- 
voor 4 gelijkvormigheidsassen, n.m.l. één door de drie uit- 
wendige gelijkvormigheidspunten, en drie door één uitwendig 
en twee inwendige gelijkvormigheidspunten. 

Zij nu in Fig. IL $ de hoek tusschen den doorgang d en 
de raaklijn f in het snijpunt B van den doorgang met één 
der cirkels van het planaire stelsel, zoo is gemakkelijk in 
te zien dat: 

MA == Recotga=Recosf, en dus 
cos 9 == cotg a == constant, of in woorden: 

Alle cirkels van een planair stelsel worden door den door- 

gang onder den zelfden hoek gesneden. Is hierin a > 45°, 


Fig. 2: 
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dan is de sniĳjding reëel; is a —= 45°, dan raken alle cirkels 
den doorgang; is a <{ 45°, dan is de snijding imaginair. 
Men kan dus voor alle mogelijke reëele en imaginaire 
waarden van dit planaire stelsel construeeren, gegeven 
de waarde van cos $. 

Als MP van de cirkels, die een gegeven rechte raken, 
krijgt men dus twee platte vlakken, gaande door de rechte 
en een hoek van 45° met z insluitend. 

Om de cirkels te bepalen, die een gegeven cirkel onder 
een zekeren hoek «a snij- 
den, trekt men (Fig. 8) 
in een punt A van den 
cirkel een lijn /, die met 
de raaklijn een hoek 
90° — «a insluit, en be- 
schouwt deze als de 
projectie van de rechte l, 
die een hoek van 45° 
met 7 insluit. Deze rechte 
l is dan de MP van de 
punten die cirkels geven, 

Fig. 8. welke den gegeven cirkel 
onder een / a in punt A snijden. Door wenteling van | 
om de loodlijn in M op r als as ontstaat een gelijkzijdige 
eenbladige omwentelingshyperboloïde als MP van de punten, 
welke cirkels geven die den gegeven cirkel in een wille- 
keurig punt onder een hoek a snijden. Beschouwt men 
als de projectie van twee rechten, symmetrisch gelegen ten 
opzichte van z, zoo is gemakkelijk in te zien, dat die MP 
twee gelijke omwentelingshyperboloïden zijn, met dezelfde 
as en den zelfden doorgangscirkel. De straal van hunne 
keelcirkels is gelijk aan MB, de afstanden der vlakken van 
de keelcirkels tot aan r is gelijk aan AB. 

Hierbij treden de volgende bijzondere gevallen op den 
voorgrond. 

Ten eerste a = 90°. Gemakkelijk is in te zien dat beide 
hyperboloïden overgaan in één, waarvan de gegeven cirkel 
tegelijkertijd doorgangscirkel en keelcirkel is. 

Ten tweede a«a == 0°. Beide omwentelingshyperboloïden 
gaan over in twee omwentelingskegels, waarvan de gegeven 
cirkel de doorgangscirkel is en welke kegels dus de MP der 
punten zijn, welke cirkels geven die den gegeven cirkel 
raken. De bepaling van cirkels die tegelijkertijd aan eenige 
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voorwaarden voldoen, komt nu neer op het bepalen van 
de snijpunten van die oppervlakken, welke de MP zijn 
van punten die cirkels geven, voldoende aan elk der voor- 
waarden op zich zelf genomen. 

Zoo zijn de cirkels, gaande door twee punten, bepaald 
door de doorsnijdigskromme van twee gelijkzijdige omwen- 
telingskegels met evenwijdige assen. Deze zullen, omdat zij 
den zelfden cirkel in het oneindige als richtcirkel hebben, 
elkander volgens nog een tweedegraadskromme snijden. Denkt 
men nu door het middelpunt M van den afstand der twee 
gegeven punten A en B 
(Fig. 4) een vlak loodrecht 
op AB, zoo is gemakkelijk 
in te zien dat door de 
symmetrische ligging van 
beide kegels ten opzichte 
van dat vlak zij elkaar in 
dat vlak moeten snijden; 
ook dat die doorsnijding 
een gelijkzijdige hyperbool 
wordt en de afstand der 
toppen gelijk aan AB is. 
Slaat men dit vlak om den 

Fig. 4. doorgang neer, dan vallen 

de toppen van de hyper- 

bool samen met A en B, terwijl de asymptoten hoeken 
van 45° insluiten met de lijn AB. Wanneer men dus uit 
een punt van een gelijkzijdige hyperbool een loodlijn neer- 
laat op de niet-snijdende as, uit het voetpunt dier loodlijn 
als middelpunt een cirkel beschrijft met de lengte dier 
loodlijn als straal, zoo volgt uit bovenstaande ontwikkeling 
direct dat die cirkel gaat door de toppen van de hyperbool. 

Denkt men deze hyperbool weer opgericht, en denkt men 
haar tegelijkertijd met de punten A en B gewenteld om 
haar snijdende as, zoo zal zij een gelijkzijdige tweebladige 
omwentelingshyperboloïde beschrijven, en de punten A en B 
een cirkel, waarbij de afstand van de toppen der hyper- 
boloïde gelijk is aan de middellijn van den cirkel AB. Elk 
punt van deze hyperboloïde geeft dus een cirkel, die cirkel 
ABC diametraal snijdt. 

Aan de hand van bovenstaande beschouwingen zijn nu 
gemakkelijk bovenvermelde vraagstukken op te lossen. 
Immers de constructie van een cirkel, gaande door een 
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punt, één cirkel orthogonaal en een tweede diametraal 
snijdend (vraagstuk 137) komt neer op het bepalen van de 
snijpunten van een geliĳkzijdigen omwentelingskegel, een 
gelijkzijdige éénbladige en een gelijkzijdige tweebladige 
omwentelingshyperboloïde, met de assen loodrecht op het 
tafereel en het tafereel als vlak van symmetrie. Twee dier 
omwentelingsoppervlakken snijden elkaar dus volgens een 
vlakke kromme, de gezochte snijpunten zijn dus de snij- 
punten. van twee dier doorsnijdingskrommen, of dus de 
snijpunten van de sniĳlijn van twee der drie doorsnijdings- 
vlakken met één der oppe:vlakken. Er zullen in het alge- 
meen dus twee oplossingen mogelijk zijn. 

Zij nu (Fig. 5) M het middel- 
punt van den cirkel AB, die 
diametraal gesneden wordt, N 
dat van den cirkel die orthogo- 
naal gesneden wordt, en P het 
gegeven punt, zoo is gemakkelijk 
in te zien dat PM, PN en MN 
doorgangen zijn van vlakken, 
loodrecht op het tafereel, welke 
vlakken symmetrisch zijn ten 
opzichte van twee der omwen- 
telingsoppervlakken. Daar boven- 
dien het tafereel zelf ook een 
vlak van symmetrie is ten op- 

Fig. 5. zichte der drie omwentelings- 
oppervlakken, zoo zullen klaar- 

blijkelijk de snijvlakken van twee der oppervlakken loodrecht 
op de lijnen PN, PM en MN zijn. Is dus een punt der 
doorsnijding bekend, dan is het snijvlak ook bekend. Om 
dit punt te bepalen is het vlak door PM L rz neergeslagen. 
Dit vlak snijdt uit de hyperboloïde de gelijkzijdige hyperbool, 
waarvan de as is MT, | MP de top T, gelegen op cirkel 


AB en de asymptoten MD en ME. 

Dit vlak snijdt uit den kegel o.a. de rechte PF / MD, 
waarvan nu het snijpunt met de hyperbool volgens een 
bekende elementaire constructie is bepaald (In Fig. 5 door 
stippellijnen aangegeven). De doorgang d MP van het snijvlak 
der hyperboloïde M en kegel P, is nu bekend, n.m.l. door 
EMD: 

Op volkomen analoge wijze (in de teekening evenwel 
niet meer uitgevoerd) is geconstrueerd de doorgang d NP 
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van het snijvlak der hyperboloïde N en kegel P, waarbij 
het snijpunt van d NP met d MP dus het middelpunt van 
den gezochten cirkel geeft, waardoor deze nu bekend is. 

Het blijkt dus dat door de symmetrische stand van de 
drie oppervlakken ten opzichte van het tafereel beide snij- 
punten orthogonaal symmetrisch ten opzichte van het 
tafereel liggen, zoodat dus beide oplossingen samenvallen, 
of m.a.w. er is maar één oplossing mogelijk. 

De oplossing van vraagstuk 188, een cirkel te constru- 
eeren, raken daar een rechte, het middelpunt op een gegeven 
rechte hebbend en een gegeven cirkel orthogonaal snijdend, 
komt dus neer op het bepalen van de snijpunten van twee 
platte vlakken met een eenbladige omwentelingshyperboloïde, 
en is dus theoretisch eenvoudiger dan het vorige, waar de 
snijpunten van drie tweedegraadsoppervlakken bepaald 
moesten worden. 

deens Zij nu (Fig. 6) 
een ie M het middelpunt 
van den gegeven 
cirkel, 7 de rechte 
die door den cirkel 
geraakt moet wor- 
den, en {de rechte 
waarop het mid- 
delpunt gelegen 
moet zijn. Het vlak 
l Lr, en het vlak 
door 7 dat een 
hoek van 45° met 
r insluit, bepalen 
een rechte S waar- 
van de snijpunten 
met de eénbladige 
hyperboloïde, waar- 
van cirkel M doorgangs- en keelcirkel is, de gezochte 
cirkels geven. 

Om die snijpunten te bepalen slaat men het vlak door 
ll 7 neer. Dit vlak snijdt uit de hyperboloïde een hyper- 
bool, waarvan de loodlijn MQ uit M op 4, de as is; het 
snijpunt N dier loodlijn met / het middelpunt; en waarvan 
men den top kan bepalen door het vlak MQ | 7 neer te 
slaan, en de snijpunten van / te bepalen met de hyperbool, 


Fig. 6. 
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waarvan MQ de hoofdas is, en de snijpunten van MQ met 
cirkel M toppen. 

De afstand van N tot die snijpunten S en St (in de 
figuur is alleen S bepaald) van 4 en die hyperbool, geeft 
omgecirkeld op MQ de top T van de gezochte hyperbool. 
Daarna bepaalt men de snijpunten der rechte S,, met deze 


hyperbool, van waaruit de loodlijnen op / als voetpunten 
de gezochte middelpunten geven. De bepaling van de snij- 
punten der rechte l en s, met de hyperbolen is door middel 


van de volgende con- 
structiën gedaan. Zij 
(Fig. 7) M het middel- 
punt van de geliĳk- 
zijdige hyperbool, T 
en T1 de toppen, sL, 
de rechte, dan kan 
men deze hyperbool 
ontstaan denken door 
de wenteling in 7 om 
de niet-snijdende as 
van de hyperbool, 
ontstaande als door- 
Rien snijding van de twee 
gelijkzijdige omwente- 
lingskegels, waarvan de assen 1 r zijn, en de toppen in 
Ten T! (zie fig; 6);- 8, is dus een rechte in dab 
waarvan men nu de snijpunten met één der kegels, tot 
die waarvan de top T is, bepaalt. 

De lijn TA is dan de doorgang van het vlak door T en 
S; de lijn BC//TA de sniĳlijn met een vlak //r, dat uit 
den kegel een cirkel TM snijdt, de snijpunten van BC met 
dien cirkel verbonden met T, geven de beschrijvende rechten, 
die door s gesneden worden, waaruit dus gemakkelijk de 
snijpunten van s, met de hyperbool volgen. (In Fig. 7 
_isslechts één, n.m.l. P„, geteekend). 


Opmerking. Er zijn (Fig. 6) twee vlakken door 7 mogelijk, 
die 45° met r insluiten. Er zijn dus ook 2 rechten s, dus 
4 snijpunten met de hyperboloïde M. Gemakkelijk is in te 
zien dat die beide rechten s orthogonaal symmetrisch ten 
opzichte van zr zijn gelegen. zoodat er maar twee oplossin- 
gen mogelijk zijn. 


Vit Buitenlandsche Tijdschriften. 


105. In Per. di Mat., XXIV, 8, onderwerpt G. Lorta de 
Geometrographie aan een kritiek, waaraan wij het volgende 
ontleenen Ì). 

Volgens Lemoine is het doel der geometrographie vier- 
ledig: 1°. door een symbool de eenvoudigheid en nauw- 
keurigheid van een meetkundige constructie aan te geven; 
2°, de eenvoudigste methode te leeren, om een gegeven 
werkstuk uit te voeren; 38°. een bekende oplossing met 
een andere en betere te vergelijken; 4°. door het onderling 
vergelijken te komen tot de meest eenvoudige en meest 
nauwkeurige, tot de „geometrographische”’ oplossing. 

Deze opsomming doet reeds vermoeden, dat de geome- 
trographie zeer vruchtbaar kan zijn. Inderdaad erkennen 
ook critici, die deze methode slechts matig bewonderen, 
in haar een machtig suggestief beginsel. 2) 

Zooals men weet wordt de constructie, verkregen door 
het 4, lo, My, Mg, Mg, keer herhalen van de fundamen- 
teele bewerkingen R4‚, Ro, C4, Co, C3, voorgesteld door 


Rr Hr lo Ro H MC, + Mo Co + M3 Cg). 

De keuze der fundamenteele bewerkingen is willekeurig: 
er zijn dan ook reeds meerdere systemen voorgesteld. 
(Bernes, Adler, Grüttner). Noodig is slechts, dat ze onder- 
ling onafhankelijk zijn. Tegen het systeem van Lemoine 
brengt Mehmke3) op goede gronden in, dat C, aequivalent 
is aan het tweemaal herhalen van Co! 

Een ander bezwaar is, dat Lemoine niet aangeeft, wat 
hij met het teeken + in zijn symbool bedoelt. Het lijkt 
voor de hand liggend om er dezelfde beteekenis aan te 
hechten, die het in de theorie der complexen met meerdere 
eenheden heeft; men zou zich ook kunnen voorstellen, dat 
(Ry + lo Ro +-.... m3 C3) een punt in de ruimte van vijf 
afmetingen met de coordinaten 4... m3 aanwijst. Lemoine 
noemt „coefficiënt van eenvoudigheid” de som 


bd lo + My H- Mg + Mz; 


1) Men zie ook het volgende NO, 
“2 Cfr. M. Srmon, Didaktik und Methodik des Rechnens und der 
Mathematik. (II Aufl. 1907) pag 5, pag. 130 

3) Bemerkungen zur Geometrographie von M. E. LEMOINE (Jahresber. 
der Deutsch. Math. Ver, T. XII, 1903, p. 118—116.) — 
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men ziet, hoe willekeurig dit is! Volgens onze Bla 
zou de eenvoudigheid worden voorgesteld door 


VU? Hb FM Mgt + Mgt. 

Een belangrijk en delicaat punt is het ontbreken van een 
criterium, waardoor men kan uitmaken of een constructie 
den naam van geometro-graphisch verdient. Om deze fout 
te verhelpen zou waarschijnlijk een geheele omwerking der 
theorie noodig zijn. 

Voortdurend maakt Lemoine de gemakkelijke onder- 
stelling, dat de teekeningen met ideale juistheid worden 
uitgevoerd, en dat de nauwkeurigheid der resultaten alleen 
afhangt van &,, my en mo, en niet van de positie der 
gegevens. In deze theorie zou b.v. de nauwkeurigheid, 
waarmee het snijpunt van twee rechte lijnen bepaald is, 
onafhankelijk van den hoek tusschen die twee lijnen zijn. 
Een ander voorbeeld: bij het rechthoekig middendoor deelen 
van een lijn verkrijgt men, zooals Wiener vermoedde, en 
Geuer aantoonde met behulp der theorie van de kleinste 
kwadraten, de nauwkeurigste constructie, als men de 
passeropening een weinig grooter dan de helft der gegeven 
lijn neemt. Volgens de theorie van Lemoine heeft de aan- 
genomen opening geen invloed op het resultaat. 

De conclusie van Loria is, dat de geometrographie, even- 
als iedere nieuwe basis van onderzoek, een rijke aanwinst 
voor de theoretische meetkunde beteekent; wil men echter 
een onderzoek naar de nauwkeurigheid der reëele constructies 
instellen, dan moet men een anderen weg inslaan, zooals 
b.v. Geuer (Genauigkeit geometrischer Zeichnungen behandelt 
nach dem Gauss'schen Ausgleichungsverfahren, wonach die 
Summe der Fehlerguadrate ein Minimum wird), of de leer- 
ling van F. Klein, dr. P. Böhmer, die in zijn Göttinger 
dissertatie (Ueber geometrische Approximationen)o.a. gebruik 
maakt van de gegevens der physiologische optica,e.a. K. 


106. Geometrographie. 5) 
IL. 


In 1892 gaf E. Lemoine onder den titel La Géometrographie 
ou art des constructions géométriques” (Congres te Pau 
van de Association francaise pour l'avancement des Sciences. 
In boekvorm verkrijgbaar Au Secrétariat de l'Association, 


1) Men zie ook het vorige NO, en W. T. 2en jg., bladz, 106. 
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Hôtel des Sociétés Savantes, en onder denzelfden titel in 
1902 opgenomen in de collectie Scientia (N°. 18), Gauthier- 
Villars, Parijs) een vergelijkend overzicht van verschillende 
constructies. Daarbij stelde hij elementaire bewerkingen 
voor door letters, en wel beteekende: 

(R‚) het leggen van een liniaal door een punt; 

(Ro) het trekken van een rechte lijn; 

(C‚) het plaatsen van een passerpunt in een gegeven punt ; 

EE) » ” »” »” np willekeurig 
punt van een gegeven lijn; 

(C3) het trekken van een cirkel. 

Het oprichten van een loodlijn in een willekeurig punt 
van een rechte lijn wordt dus voorgesteld door: 

(Co + C3 + Ci + O3 + Ci + C3 + ZR, + Ro) 
of: (2R; En Rs J- 204 En Ca Ee 8C3). 

De vijf letters hebben tot coëfficiënten 2, 1, 2, 1 en 3, 
en aan de som van deze gaf Lemoine den naam „coöfficient 
van eenvoudigheid”, of kortweg: „eenvoudigheid”. Boven- 
dien gaf hij aan de som der coëfficiënten van (R‚), (C‚). 
en (Cy) den naam: „coëfficiënt van nauwkeurigheid” of 
kortweg „nauwkeurigheid”, omdat de nauwkeurigheid naar 
zijne meening alleen af hangt van de genoemde 8 bewerkingen 
en niet van het trekken van lijnen en cirkels. 

Van de besproken constructie geeft hij dus op : eenvoudig- 
heid 9; nauwkeurigheid 5; 1 rechte, 8 cirkels. 

Evenzoo: het teekenen van den ingeschreven cirkel van 
een driehoek: 

(GR, + 3R3 + 11C, + 10C3); eenvoudigheid 30; nauwkeurig- 
heidet/:s S-lijnen,; 10 cirkels, 

Voor verschillende constructies van algemeene bekend- 
heid stelt hij andere in de plaats, waarvan de eenvoudig- 
heid grooter is. 

Op zijn stelsel is zeer terecht de aanmerking gemaakt, 
dat zijn uitkomsten feitelijk niet veel zeggen omtrent den 
tijd en de moeite, die een constructie kost. 


EL 


In het Z. f. math. u; naturw. Unterr. 1908, bl. 256 geeft 
Dr. Grüttner uit Breslau een wijziging aan onder den titel: 
Die Zerlegung geometrischer Zeichnungen in Konstruktions- 
elemente und ihre Anwendung bei der Lösung von Aufgaben. 

Als constructie-elementen neemt hij aan: 
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voor de liniaal: 
A Het leggen door een punt; 
9 „ trekken der rechte lijn; 
voor den passer: 
D Het plaatsen in een gegeven punt, snijpunt van twee 
lijnen, dat dus aan 2 voorwaarden voldoet; 
e Het plaatsen in een willekeurig punt van een lijn, 
dat dus aan 1 voorwaarde voldoet; 


k Het trekken van een cirkel; 
en verder: 
w Het verwisselen van werktuig. 


De laatste bewerking is ongetwijfeld van grooten invloed 
op tijd en moeite. Er wordt niet hieronder gerekend: het 
veranderen der passeropening, het plaatsen in een geheel 
willekeurig punt, het willekeurig leggen van de liniaal, 
het verlengen van een lijn (gewoonlijk te vermijden.) 

Bij in den passer nemen eener gegeven lengte moet men 
{wee passerpunten plaatsen, zoodat de arbeid 2D is. 

Het achter elkander afzetten van stukken, waarbij tel- 
kens één passerpunt staan blijft, behoort als e te worden 
gerekend. 

A en D kosten meer tijd dan g, e, k en w. 

Dr. G. neemt nu een arbeidseenheid «&, en stelt 
g=e=k=we= le, maart AD Ze AlltesGonsinene 
worden daardoor uitgedrukt in «. 

Voorbeelden: 1. Twee gegeven punten te verbinden door 
een rechte lijn: 2A + g=4ede=be 


2. Met een gegeven straal van uit een gegeven punt 
een cirkel te beschrijven: 2D + DA4k=7e. 


3. Op een gegeven rechte lijn een gegeven lengte afte- 
zetten met den steekpasser: 2D + ete=6óc. 


4, Hetzelfde met den potloodpasser: 2D Het k=be 


5. Op een gegeven lijn van af een gegeven punt een 
gegeven lengte aftezetten: 2D + D4edtk=7e 


6. Een gegeven lijn middendoor te deelen 
DA-DA wt2Atg=l2e 
1. Uit een gegeven punt een loodlijn neertelaten op een 
gegeven lijn: 


DhADHkHDH kw 2Adglbe 
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8. De 4 gemeenschappelijke raaklijnen van twee cirkels 
te teekenen zonder behulp van het geliĳjkvormigheidspunt: 


8A + 49 J- 10D + 1e + 6k + 5w= 52e. 
9. Hetzelfde met behulp van het gel. v. p.: 
1OA + 5g + 7D + 2e + 5k + 5w —= ble. 
10. Het 4e harmonische punt te vinden tot 3 gegeven 
punten met passer en liniaal 
8A J-4g + 3D + le + Bh H Iw=3le, 
11. Hetzelfde zonder passer: 9A + 69 = 246. 
12. In het uiteinde P van een lijn Z een loodlijn op te 
richten: 
a. Uit P een cirkel, die / in Q snijdt. Uit Q een cirkel 
met denzelfden straal, die den eersten in R snijdt. QR ver- 
lengen en verdubbelen tot RS; SP trekken: 


ed-k-DHA-k-wt2AdgtwdDHkt2Adg=20e 

b. Uit een willekeurig punt O een cirkel met OP als 
straal, die & in Q snijdt; QO trekken die den cirkel nog 
eens in S snijdt; SP trekken: 


DA-kt-wt2AdgH2AHg=lde 
c. Uit een willekeurig punt O een cirkel met OP als 
straal, die Z in- Q snijdt; vanaf Q driemaal den straal als 
koorde uitzetten; het eindpunt S met P verbinden: 


DA-DA IDAkDHkwt2Ag=l8e. 
18. Hoeken 90° + en te teekenen, als « gegeven is: 


ad. a middendoordeelen ; op de bissectrice een loodlijn 
trekken: tenminste 20. 


b. den nevenhoek van « middendoordeelen : tenminste 15E. 


c. Op de beenen van af het hoekpunt gelijke stukken 
afzetten; de eindpunten verbinden: 


DA-kA-wd2Adg=de 
14. De meetk. pl. te construeeren der punten, waarvoor 
de som der afstanden a en b tot twee vaste punten A en B 
constant is (= m?). 
me 
a. Is AB —=c, dan is men gewoon den straal == Ve BEDS 


van den cirkel te construeeren, die om het midden D van 
AB als middelpunt moet worden beschreven : tenminste 40 «. 
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b. Dr. G. stelt het volgende voor: Trek de middenloodlijn 
DE; beschrijf uit B met m als straal een cirkel, die DE in 
E snijdt, dan uit B met BD, en uit A met DE als straal, 
cirkels, die elkander in P snijden. DP is dan de gezochte 
straal: 84« 

15. Idem als a? — b? constant (=d?) moet zijn: 

d. Gewone constructie: In A de loodlijn op AB, ter 
lengte AB =d. De middenloodlijn van BD snijdt AB in E; 
de loodlijn in E op AB is de gezochte meetk. pl.: ten- 
minste 49 «. 

b. Dr. G stelt voor: In A de loodlijn ter lengte AD =d. 
Om A met AB, en om B met BD cirkels, die elkander in 
E en F' snijden. EF is de gevraagde meetk. pl. 

Is AB zonder verlengden gegeven: 86, mogelijk. 

Heeft AB verlengden: 34& mogelijk. 


Opmerkingen van Ref. Ongetwijfeld is de opvatting van Dr.G. 
een stap in de goede richting; zij sluit veel meer bij de 
practijk aan dan die van Lemoine. Toch is ze nog niet 
volledig, want wie behoorlijk wil teekenen, zal teekendrie- 
hoeken gebruiken, waarmede men zoo gemakkelijk even- 
wijdige lijnen en onderling loodrechte lijnen kan trekken. 
Stelt men het leggen van den 2en driehoek (of liniaal) tegen 
den in bepaalden stand gehouden len driehoek de a voor, 
dan heeft men: 

1. Door een gegeven punt een lijn te Ea evenwijdig 
aan een gegeven lijn: 

ZA HatAdtg=the 
als men voor a een arbeid Je rekent. 
2. Door een gegeven punt een loodlijn te trekken op een 


gegeven lijn: 
2A HadatAHg=8e 
wat belangrijk minder is, dan de bij 7 en 12 gevonden 
waarden. 
HE 


Het Zeitschr. f. Math. u. Naturw. Unt. 40 Jg. 10 u. II 
Heft bevat bl. 494: Beiträge zur Geometrographie, von 
K. Hagge in Kolsnap. Deze geeft een aantal nieuwe con- 
structies voor eenvoudige vraagstukken waarbij hij gebruik 
maakt van het werk van Lemoine (uit Scientia, boven- 
vermeld) en J. Reusch, Planimetrische Konstruktionen in 
geometrographischer Ausführung, 1904, Leipzig, Teubner. 

Men zie hierover een volgende aflevering. 
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107. Stand van een plat vlak in een luchtstroom. 


De ontwikkeling der luchtscheepvaart geeft aanleiding 
tot beschouwingen en proeven omtrent bewegingen in de 
lucht. In den 5en jg., bladz. 179 zijn een tweetal mede- 
deelingen vermeld, ontleend aan de Comptes-Rendus. 

Eveneens in de Comptes-Rendus (21 Juni 1909 bladz. 
1662) geeft de heer Rateaude uitkomsten van proefnemingen, 
waarbij door een ventilator een constante luchtstroom ge- 
blazen werd tegen een vlakke rechthoekige dunne ijzeren 
plaat van 500 X 300 mM., welke draaibaar was om een 
aan de plaat verbonden as, die op verschillende afstanden 
daarvan gesteld kon worden. Ì 

Voor verschillende waarden van dien afstand werd de 
hoek met den horizon gemeten, onder welke de plaat 
zich stelde. 

De uitkomsten waren zeer merkwaardig. 


afstand draaiingsas tot plaat 
breedte van de plaat 


y == hellingshoek) verkreeg men nl. 2 kromme lijnen. 

De le loopt van # —= 0.236, y = 0° gebogen naar ” — 0.26 
(ongeveer), y = 10° en verder recht # = 0.42 (ong.) y — 29°. 

De 2e loopt zeer flauw gebogen van x==0.41 (ong.), 
y=86° tot #=0.50, y= 90° Er blijkt geen evenwicht 
mogelijk tusschen 29° en 36°; maar tusschen x= 0.41 en 
0.42 zijn twee verschillende evenwichtsstanden mogelijk, 
zooals de heer R. verkreeg bij 2 —= 0.416, nl. y = 28° en 
39°. Een steunvlak zal dus tusschen 29° en 36° geen sta- 
bielen stand hebben. 

De snelheid van den stroom had geen invloed op de 
uitkomsten. 

Dat er twee kromme lijnen verkregen worden, ligt zeer 
waarschijnlijk daaraan, dat bij geringe helling de lucht- 
stroom langs de plaat heen gaat, terwijl bij helling van 
86° tot 90° op de richting van den luchtstroom, deze 
zich splitst. Hes VRARSS 

108. In de laatste jaren zijn eenige boeken verschenen 
(namelijk de Encyclopaedie van Weberen Wellstein; Fragen 
der Elementar-mathematik van F. Enriques; Grundlehren der 
Mathematik, waarvan het eerstverschenen deel door H. 
Thieme bewerkt is), welke een overzicht geven van groote 
deelen der Wiskunde, maar die niet den naam mogen 
dragen van Encyclopaediën. In de Lombardische sectie van 


In een graphische voorstelling (== 
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„Mathesis, Societa italiana di matematica” is 23 Sept. 1909 
door Bonola voorgesteld een werkelijke encyclopaedie voor 
de lagere wiskunde uit te geven, overeenkomstig de groote 
Enzyklopädie. Een commissie zou het werk in afleveringen 
moeten doen verschijnen. Op het jaarlijksche congres der 
italiaansche wiskundigen zal het voorstel worden over- 
wogen. Het zou ongetwijfeld van belang zijn, de commissie 
internationaal te doen zijn, en Esperanto te gebruiken. 


Boekbespreking. 


FLORIS JANSEN. De cirkelguadratuur bij de Grieken. 
Hippokrates van Chios. Archimedes van Syrakuse. Haar- 
lem, P. Visser Azn. 1909. f 0.75. 

De titel doet zien, dat dit boekje zich beweegt op het 
gebied der geschiedenis. Het begint met een overzicht van 
wat door de Grieken geschreven is over het onderwerp, 
doch zonder vermelding van de kromme lijnen die er mede 
in verband staan, daar deze in een ander werkje „De 
transcendente lijnen der Grieken” zullen worden besproken. 

Daarna volgt een Fragment uit de geschiedenis der wis- 
kunde van Eudemus van Rhodos, en na dit: De cirkel- 
meting van Archimedes. Bij deze beide vertalingen zijn 
verscheidene toelichtingen als noot gevoegd, terwijl een 
Bibliographie ruim 40 werken vermeldt, die met het onder- 
werp in verband staan. 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgave van Percy Lund, Humphries d Co., London. 
JOHN WILLIS, Ph. d.: Easy Methods of constructing 
the various types of Magic squares and magic cubes 
with symmetrie designs founded thereon. 1909. 
Uitgave van W.L. & J. Brusse, Rotterdam. 
WOLTER RUTGERS. Nieuwe Hoofdzaken van de Stel- 
kunde. MCMIX. 
Uitgave van M. Hols, den Haag. 
CHARLES R. GIBSON. Wetenschappelijke denkbeelden van 
onzen tijd populair verklaard. Uit het engelsch vertaald 
onder toezicht van Dr. A. J. C., Snijders. 1909. 
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Cirkelconstructies 


DOOR 


Dr. A. KYLSTRA, (Utrecht). 


__ Naar aanleiding van de vraagstukken 137, 138 der 
oplossingen (Ben jaargang, W. T. bladz. 92—96) en 205 
(ten jaargang, bladz. 45) heb ik getracht aan te toonen, dat 
vele van deze constructies tot groepen kunnen worden 
vereenigd, waarvan elk lid door toepassing van eenvoudige 
eigenschappen terug te brengen is tot een eenvoudiger 
constructie. 

Zoo is 137 Groep II b; 138 Groep VII b; 

205 A. Groep VI b; 

205 B. (a) Groep II f; (b) Groep II e; (c) Groep 1 e; 

205 C. 5) Groep IV b; (b) Groep V bs; (c) Groep III b; 

Verder zijn hier een groot aantal andere constructies in 
opgesloten. 

Een cirkel, die voldoen moet aan drie gegevene onaf- 
hankelijke voorwaarden, is in ’t algemeen bepaald en zal 
dus geconstrueerd kunnen worden als de voorwaarden ge- 
geven zijn. De eenvoudigste gevallen, die zich kunnen 
voordoen, worden in ieder leerboek behandeld. Onder de 
minder eenvoudige zijn er een groot aantal, die men in 
groepen kan verdeelen, zoodat ieder lid van de groep door 
toepassing van eene, aan die groep eigene eigenschap, tot 
een meer eenvoudige kan worden teruggebracht. Het doel 
van dit stukje is die groepeigenschappen te behandelen, en 
daardoor het aantal constructies tot een klein aantal een- 
voudigere terug te brengen, die dan grondconstructies ge- 
noemd kunnen worden. Voor de volledigheid worden hier 
al die grondeonstructies beschreven. 


Grondeonstructies. 


TL. Ben cirkel te construeeren, die gaat door drie gegeven 
punten A, B, C. 

Verbindt men de {punten 2 aan 2, dan bepalen twee 
middelloodlijnen het middelpunt van de gevraagde cirkel. 

Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 10 
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IL. Een cirkel construeeren, die gaat door twee gegeven 
punten A en B, en raakt aan een gegeven lijn U. 

Verlengt men de lijn AB tot deze lijn in S snijdt en 
noemt men C het onbekende raakpunt, dan is C bepaald 
door de betrekking SB X SA == SC? en de constructie terug-_ 
gebracht tot [. 

Is /// AB dan ligt het raakpunt op de middelloodlijn van 
AB. Men vindt dus steeds een cirkel die aan de vraag voldoet. 


HIL. Men cirkel construeeren, die gaat door twee gegeven 
punten A en B en raakt aan een gegeven cirkel M. 

Noemt men de onbekende cirkel X en beschrijft men een 
willekeurige cirkel N die gaat door A en B, en cirkel M 
snijdt in C en D, dan kan men het drietal cirkels MN X 
beschouwen. 

De machtlijn van N en X is de lijn AB. 

N M CD. 

Hot snijpunt van AB ‘en CD geeft ‘het machtpunt S van 
de drie cirkels. De machtlijn van M en X moet gaan door 
S en raaklijn zijn aan M. Door dus deze raaklijn te trekken 
wordt het raakpunt bekend, en is de constructie terugge- 
bracht tot I. Daar uit S twee raaklijnen aan cirkel M 
getrokken kunnen worden voldoen twee cirkels aan de 
vraag. De eene cirkel raakt M uitwendig de andere inwendig. 


IV. Een cirkel construeeren, die gaat door twee gegeven 
punten A en B en een gegeven cirkel M in diametrale pun- 
ten snijdt. 

Noemt men de gevraagde cirkel X en trekt men een 
willekeurige cirkel N door A en B, die M snijdt in Cen D, 
dan kan men het drietal cirkels N M X beschouwen. Even- 
als in III is het snijpunt van AB en CD het machtpunt S. 
De machtlijn van M en X moet nu middellijn zijn van M, 
en deze bepaalt twee punten van M, waardoor X moet 
gaan, zoodat men weer op [ terugkomt. 


V. Een cúrkel construeeren, die gaat door twee gegeven 
punten A en B en van een gegeven lijn Ll een gegeven koorde 
k afsnijdt. 

Verlengt men AB tot zij / snijdt in S, en noemt men 
het punt van den cirkel dat het dichtst bij. S ligt C, dan is 
C bepaald door de betrekking SA X SB == SC en kje k) „en 
de constructie teruggebracht tot L. | 
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VI. Een cirkel construeeren, die gaat door twee gegeven 
punten A en B, en een gegeven cúrkel M volgens een gegeven 
koorde k snijdt. 

Noemt men de gevraagde cirkel X en beschrijft men een 
willekeurige cirkel N door A en B, die M snijdt in C en D, 
dan kan men het drietal cirkels M N X beschouwen. Als 
in III bepalen AB en CD het machtpunt S. De machtlijn 
van M en X moet van M een koorde k afsnijden, en dus 
raken aan een cirkel concentrisch met M die tot straal 
heeft W(r2 — }k?) als 7.de straal is van M. De snijpunten 
van deze raaklijn bepalen twee punten op M,:waardoor de 
gevraagde cirkel moet gaan, en dus is de constructie terug- 
gebracht tot Il. Daar twee raaklijnen kunnen worden ge- 
trokken voldoen twee cirkels aan de vraag. 


VIT. Ben cirkel construeeren die gaat door een gegeven 
punt A en raakt aan twee gegeven lijnen l en m. 

Deelt men den hoek tusschen / en m waarbinnen A ligt, 
middendoor, dan moet het middelpunt op die bissectrice 
liggen. Construeert men verder een willekeurige cirkel M 
die aan beide lijnen raakt, dan zal het snijpunt S van / en 
m het in- of uitwendig gelijksvormigheidspunt zijn van M 
en de gevraagde cirkel X. 'frekt men dus de lijn SA en 
zijn de snijpunten van deze lijn met M de punten C en D, 
dan moet dus AX evenwijdig zijn aan CM of DM, waardoor 
twee punten X bepaald zijn. 


VIII. Een cirkel construeeren, die gaat door een gegeven 
punt A, raakt aan een gegeven lijn l, en raakt aan een ge- 
geven cirkel M. 

Zij B het raakpunt van de gevraagde cirkel met /, C dat 
met M. Snijdt de verbindingslijn BC de cirkel M voor de 
tweede maal in D, dan is de middellijn DM loodrecht op 4. 
Snijdt de middellijn DM cirkel M voor de tweede maal in 
E,‚, en de lijn / in F, en is verder H het tweede snijpunt 
van DA met de gevraagde cirkel dan is: 

DDR Bees DA DH. 

Uit DEX DF DA X DH is nu DH te bepalen en 

dan de constructie teruggebracht tot II of II. 


IX. Een cirkel construeeren, die gaat door een gegeven 
punt A en raakt aan twee gegeven cirkels M en N. 

Noemen we het uitwendig gelijkvormigheidspunt van M 
en N, Ss; de raakpunten van de gevraagde cirkel X met M 
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en N, C en D; de binnensnijpunten van de centraal met 
Men N, Fen EB; het tweede snijpunt van SA met X, B, dan is 
SED SC MISDAAD. 
Uit SE XSF =SAXSB is SB te bepalen en de con- 
structie terug gebracht tot IL. 


X. Ken cirkel construeeren die raakt aan drie gegeven cùr- 
kels M, N, O met stralen rj, ra, 73. 

Denkt men zich een cirkel concentrisch met de gevraag- 
de door M, dan zal deze moeten raken aan de twee cir- 
kels die Nen O tot middelpunten en respectievelijk 7, — 7, 
en rs —7, tot stralen hebben. Deze cirkel en dus ook de 
gevraagde kan nu bepaald worden volgens LX. 


XI. Ben cirkel construeeren die raakt aan drie gegeven 
lijnen U, m,n. 

De bissectrices van twee der door 4, m, n gevormde hoe- 
ken bepalen het middelpunt. 


Stellingen. 


Stelling 1. De meetkundige plaats der middelpunten van 
cirkels, die gaan door een gegeven punt P en een gegeven 
cirkel M loodrecht smijden, is een lijn loodrecht op PM. 

Bewijs. Zij X het middelpunt van een cirkel, die aan de 
vraag voldoet; A een der snijpunten met M, en B het 
voetpunt der loodlijn op PM uit X neergelaten, dan is, als 
we de straal van M door R voorstellen: 

XA? = XP? of 

XM? —R?= XP? of 

XB? + BM? — R2= XB? + PB? of 

BM? — BP2 = R? of 

2 

BM — BP constant, waarmede het gestelde be- 

wezen is. 


Stelling 2. De meetkundige plaats der middelpunten van 
cirkels, die gaan door een gegeven punt P en een gegeven 
cirkel M met straal R in diumetrale punten snijden, is een 
lijn loodrecht op PM. 

Bewijs. Zij X het middelpunt van een cirkel, die aan de 
vraag voldoet, A een der snijpunten met M, en B het voet- 
punt der loodlijn uit X op PM neergelaten, dan is: 
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XA? == XP? of 
XB? + MB? + R?= XB? + BP? of 
BP2 — MB? = R? of 
2 
BP — BM = Je constant, waarmede het gestelde be- 
wezen is. 


Stelling 8. De meetkundige plaats der middelpunten van de 
cirkels, die twee gegeven cirkels M en N met stralen R en r 
loodrecht snijden is een lijn loodrecht op de centraal. 

Bewijs. Zij X het middelpunt van een cirkel, die aan 
de vraag voldoet. Daar de raaklijnen uit X aan M en N 
gelijk moeten zijn, is X een punt van de machtlijn der 
cirkels M en N. 


Stelling 4. De meetkundige plaats der middelpunten van 
cirkels, die twee gegeven cirkels M en N met stralen Ren r 
in diametrale punten snijden, is een lijn loodrecht op de 
centraal. 

Bewijs. Zij X het middelpunt van een cirkel, die aan 
de vraag voldoet, en A het voetpunt van de loodlijn uit X 
op de centraal dan is: 

XM? + R2=—= XN? 72 of 

AM2HAX2L R2=—= AN? H AX? 7? of 

AM? — AN? —=7r2— R?2 of 

MAN =D constant w. tb. w 

À = yy Constant w. tb. w. 

Stelling 5. De meetkundige plaats der middelpunten van de 
cirkels, die een cirkel M met straal R in diametrale punten 
en een cirkel N met straal r loodrecht snijden is een lijn 
loodrecht op de centraal. 

Bewijs. Zij weer X het middelpunt van een cirkel, die 
aan de vraag voldoet, A het voetpunt van de loodlijn uit 
X op de centraal; dan is: 

MX? + R2=NX2— 72 of 

AM? + AX? 4 R2—= AN? AX2—r2 of 

AN? — AM? =R? + 72 of 

R?2 — 2 

AN — AM = EN constant , waarmede het gestelde 

bewezen is. 


Stelling 6. Alle cirkels, die hun middelpunt hebben op een 
gegeven lijn 1, en een gegeven cirkel M met straal k in dia- 
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metrale punten snijden, gaan door twee vaste punten Yen YI, 
gelegen op de loodlijn wit M op U neergelaten. 

Bewijs. Zij X het middelpunt van een cirkel, die aan 
de vraag voldoet en x de straal van dien cirkel dan is: 

XM? =x? — R? of 

(MX2 — 2) = — R? 
dus is de macht van M t.o.v. alle cirkels X constant, 
zoodat de machtlijn van twee willekeurige cirkels X door 
M moet gaan, en daar deze machtlijn ook loodrecht moet 
staan op 4, is het gestelde bewezen. 


Stelling 7. Alle cirkels die hun middelpunt hebben op een 
gegeven lijn Ll en een gegeven cirkel N met straal r loodrecht 
snijden, gaan door twee vaste munten Z en Zi, gelegen op de 
loodlijn uit N op l neergelaten. 

Bewijs. Zij X het middelpunt van een cirkel die aan de 
vraag voldoet en z de straal van dien cirkel dan is: 

XN? =p? +12 of 

XN2— g?=—=r?, en verder als voor Stelling 6. 


Constructies. 


XII. Een cirkel construeeren die gaat door twee gegeven 
punten A en B, en een gegeven cirkel N loodrecht snijdt. 

Men kan (2) tweemaal toepassen voor A en B; het 
snijpunt der verkregen lijnen is het middelpunt van de ge- 
vraagde cirkel. 

Gemakkelijker kan men volgens (7) twee nieuwe pun- 
ten Z en Zl bepalen, waardoor de gevraagde cirkel moet 
gaan, daar het middelpunt moet liggen op de middelloodlijn 
van AB. Men is dan op [ teruggekomen. 


Groep IL. 


XIII. Men cirkel construeeren die gaat door een gegeven 
punt A, een cirkel M in diametrale punten snijdt, en: 

d) raakt aan een gegeven lijn l. 

b) raakt aan een gegeven cirkel. 

c) van een gegeven lijn een gegeven koorde afsnijdt. 

d) een gegeven cirkel volgens een gegeven koorde snijdt. 

e) een gegeven cirkel N in diametrale punten snijdt. 

f) een gegeven cirkel N loodrecht snijdt. 


Men bepale het middelpunt van een cirkel die aan de 


eerste twee voorwaarden voldoet. Trekt men deze cirkel 
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dan wordt daardoor op MA een tweede punt B bepaald, 
waardoor de gevraagde cirkei moet gaan (2) (6). De con- 
structies zijn daardoor teruggebracht respectievelijk tot 
TL TEE MESEN 2C IL. 


Groep IL. 


XIV. Ben cirkel construeeren, die gaat door een gegeven 
‚punt A, een gegeven cirkel M loodrecht snijdt, en: 

a) raakt aan een gegeven lijn 1. 

b) raakt aan een gegeven cirkel. 

c) van een gegeven lijn een gegeven koorde afsnijdt. 

d) een gegeven cirkel N in een gegeven koorde snijdt. 

e) een gegeven cirkel N volgens diametrale punten snijdt. 

f) een gegeven cirkel N loodrecht snijdt. 

Men bepale het middelpunt van een cirkel, die aan de . 
eerste twee voorwaarden voldoet. Trekt men deze cirkel, 
dan wordt daardoor op MA een tweede punt B bepaald, 
waardoor de gevraagde cirkel moet gaan (1) (7). De con- 
structies. zijn daardoor respectievelijk teruggebracht tot 
io AA Dre ATAG AD 


apen “LET 


XV. Ben cirkel construeeren, die twee gegeven cirkels M 
en N in diametrale punten snijdt, en: 

a) gaat door een gegeven punt. 

b) raakt aan een gegeven lijn 1. 

c) raakt aan een gegeven cúrkel. 

d) van een gegeven lijn-een gegeven koorde afsnijdt. 

e) een gegeven cirkel volgens een gegeven koorde snijdt. 

f) een derde cirkel in diametrale punten snijdt. 

g) een derde cirkel loodrecht snijdt. 

Men bepale eerst een cirkel die aan de eerste twee voor- 
waarden voldoet, dan vindt men op MN twee punten waar- 
door de gevraagde cirkel moet gaan (4) (6). Daardoor zijn 
de constructies teruggebracht respectievelijk tot 1, 1, III, 
Nevel IV nn EL 

Groep IV. 

XVI. Men cirkel construeeren, die twee gegeven cirkels M 

en N loodrecht snijdt, en: 


a) gaat door een gegeven punt. 
b) raakt aan een gegeven lijn 1, 
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c) raakt aan een gegeven cirkel. 

d) van een gegeven lijn een gegeven koorde afsnijdt. 

e) een gegeven cirkel in een gegeven koorde snijdt. 

f) een derde gegeven cirkel in diametrale punten snijdt. 

g) een derde gegeven cirkel loodrecht snijdt. 

Men bepale eerst een cirkel, die aan de eerste twee 
voorwaarden voldoet. Deze cirkel bepaalt dan op MN twee 
punten, waardoor de gevraagde cirkel moet gaan (3) (7). 
Daardoor zijn de constructies weer teruggebracht respectie- 
velijk, Lotslie LLT NeeL EV es 


Groep V. 


XVII. Een cirkel construeeren, die een gegeven cúrkel M 
in diametrale punten, een cúrkel N loodrecht snijdt, en: 

a) gaat door een gegeven punt. 

b) raakt aan een gegeven lijn l. 

c) raakt aan een gegeven cirkel. 

d) van een gegeven lijn een gegeven koorde afsnijdt. 

e) een gegeven cirkel in een gegeven koorde afsnijdt. 

f) een derde gegeven cirkel in diametrale punten snijdt. 

g) een derde gegeven cúrkel loodrecht snijdt. 

Men bepale een cirkel, die aan de eerste twee voor- 
waarden voldoet, dan zijn daardoor op MN twee punten 
bepaald, waardoor de gevraagde cirkel moet gaan (5) (6) 
of (5) (7), en de constructies zijn teruggebracht respectievelijk 
LOLITA el LRV ENNE TOVERDE 


Groep VL. 


Hen cirkel construeeren waarvan het middelpunt ligt op 
een gegeven lijn Ul, terwijl de cirkel een gegeven cirkel M in 
diametrale punten snijdt, en 

a) gaat door een gegeven punt. 

b) raakt aan een gegeven lijn. 

c) raakt aan een gegeven cirkel. 

d) van een gegeven lijn een gegeven koorde afsnijdt. 

e) een gegeven cirkel volgens een gegeven koorde snijdt. 

f) een tweede cirkel in diametrale punten snijdt. 

g) een tweede cúrkel loodrecht snijdt. 

Men bepale een cirkel, die aan de eerste twee voor- 
waarden voldoet, dan zijn daardoor op de loodlijn uit M 
op l neergelaten twee punten Y en Y1 bepaald, waardoor 
de gevraagde cirkel moet gaan (6), en de constructies zijn 
teruggebracht respectievelijk tot I, II, II, V, VI, IV, X1IL 
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Groep VIL. 


Een cirkel construeeren, waarvan het middelpunt ligt op 
een gegeven lijn U, terwijl de cirkel een gegeven cirkel M 
loodrecht snijdt en: 

a) gaat door een gegeven punt. 

b) raakt aan een gegeven lijn. 

c) raakt aan een gegeven cirkel. 

d) van een gegeven lijn een gegeven koorde afsnijdt. 

e) een gegeven cirkel in een gegeven koorde snijdt. 

f) een tweede gegeven cirkel in diametrale punten snijdt. 

g) een tweede gegeven cúrkel loodrecht snijdt. 

Men bepale een cirkel, die aan de eerste twee voor- 
waarden voldoet, dan zijn daardoor op de loodlijn uit M 
op é twee punten Z en Zl bepaald (7), waardoor de ge- 
vraagde cirkel moet gaan, zoodat de constructies zijn terug- 
gebracht-respectievelijk tot: I, Il, II, V, VI, IV, XII. 


De hol als prismatoide 


DOOR 


L. VAN ZANTEN, JZN. (Tiel). 


De regel voor den inhoud der prismoïde: „vermeerder de 
som van grond- en bovenvlak met viermaal de middeldoor- 
snede en vermenigvuldig dan met een zesde der hoogte,” 
geldt ook voor lichamen met gebogen oppervlak mits de be- 
schrijvende lijn van den tweeden graad is, zeide Corneille 
Landré in zijn „Stereometrische hoofdstukken’, toch heb ik 
hem nooit zien toegepast op het bol-segment noch den 
bolschijf, hoewel de gewone regels voor den inhoud dier 
lichamen er gemakkelijk uit af te leiden zijn, zooals blijkt: 

Zij van het bolsegment ABC, fig. 1, de pijl CF =p in 
D middendoor gedeeld, dan is DE —=o de straal der middel- 
doorsnede, „dus 02 —= CD.X DG == 4 p (2oR — 4 0) of 
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4o?=p(tR—p) = (4Rp—p®). Zij de straal van het 
grondvlak AF == rr, dan is 72 + p2=—= AC? = 


ZE =CFX OG =2 Rp, dus 4 2 = (212 + 

ERGEN +2 p2—p?) = (272 + p?), zoodat boven- 
staande regel geeft: 4 p ar (12 +212 + p2) = 
—=dnrpd- tm ps, zijnde de bekende regel 
voor Ien inhoud van een bolsegment. 


Zij verder van den bolschijf ABCD, fig. 2. 
Fig. 1. de hoogte EF == h in G middendoor gedeeld, 
dan is GH =eo de straal der middendoorsnede. Noemen we 
de stralen van grond- en bovenvlak 7, 
en 7, de pijlen FK en EJ p, en p, dan 
is 02 JG X GK = (p +4) (PHA) 
of 402 (ap + (2D HI) 
4 pp, + 2pht2 phi = 
2 pp, + 2ph + appt aphti= 
2p(pi dh) 2p (ph) AA. Nu is 
=p th), 11° =P (P +k), dus de 
inhoud van den schijf volgens boven- 
staanden regel: 


Ehr? arden) bha(3rt dn? He) = 
Anrhd dam neh 471 hô, zijnde de gewone regel. 

Een zeer nuttige toepassing van den bedoelden regel op 
den inhoud van vaten met gebogen duigen vindt men verder 
in: van Zanten & Scholten, Meetkunde voor ambachtslieden. 


Samenstelling van enkelvoudige Trillingen 


DOOR 


J. W.N. LE HEUX, iste bni Inf., (Breda). 


Wanneer een punt zich met eenparige snelheid langs den 
cirkel BCDH (fig. I) beweegt, voert de orthogonale projectie van 
dat punt op de middellijn BD een enkelvoudige trilling uit. 
Zij de tijd, benoodigd om van B door O naar D en weer terug 
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naar B te bewegen = T, dan zal de plaats van het trillende 
punt op BOD, t sec. ie het begin der beweging, gegeven 


zijn door x= r cos 2m —, als 7 de straal van den cirkel 


: 1 
of de halve trillingswijdte voorstelt. 

Wanneer een tweede punt zich op dezelfde 
wijze en in denzelfden tijd van C over O 
naar H en weer terug beweegt, zal de plaats 
van dit tweede punt op de lijn COH, t sec. 
na ’t begin der trilling gegeven zijn door 
U RCHE ZIE ee 

Wanneer nu een punt aan beide bewe- 
gingen tegelijk deelneemt, zal de plaats 
ervan, t sec. na den gelijktijdigen aanvang der trillingen, 
resp. vanuit B en CQ, t.o. v. het rechthoekig coördinatenstelsel 


Birds f. 


BD, CH gegeven zijn door # — fr cos 2 ze Ui LK CO8 ZIE Re 


waaruit volgt x=y. Het punt doorloopt dus de bisectrice 
van hoek BOC. 

De aanvang der beide trillingen werd gelijktijdig onder- 
steld — het punt kan echter van B tot 0 bewegen en daarna 
pas deelnemen aan de tweede trilling of wel, het kan zich 
ergens willekeurig tusschen B en D bevinden, als het aan 
de tweede trilling begint deel te nemen. 

In het eerste bles zal de plaats op BOD gegeven blijven 


door # == f.COS 2m — ‚ die op COH echter gegeven zijn door 


TT led Gr + 1) of y —= r sin dra waarbij, daar 


xt y2=r?, het punt den cirkel doorloopt; in het tweede 
geval blijft weer de plaats op BOD gegeven door ” = 
r COS 2rr a die op COH is nu bepaald door y == cos 2 Gt) 
en het punt doorloopt eene. ellips, waarvan de groote as 
den coördinatenhoek middendoordeelt, zooals blijkt uit de 
verg. die men krijgt, door tusschen # = r cos p en y = 
r cos (p 4-7) — waarin n constant, — pg te elimineeren. 

Wanneer de beide trillingen verschillen in trillingsgetal, 
zal een punt, dat aan beide bewegingen tegelijk deelneemt, 
een minder eenvoudige figuur doorloopen, waarbij het vol- 
gende in aanmerking moet worden genomen: 
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De kromme, beantwoordend aan eene verhouding p: q der 
trillingsgetallen, neemt bijzondere vormen aan, tengevolge van: 

a. verschil in trillingswijdte of amplitudo x= acosp gp, 
y=b cos qp; men krijgt dus bij de bepaling der projecties 
twee concentrische cirkels. 

b. verschil in het tijdstip, waarop de bewegingen beginnen 
(phaseverschil) # =a cos pp, y =a cos q (p + C), waarin 
C constant. 

c. verandering van grootte van den coördinatenhoek. 

Genoemde krommen, bekend als figuren van Lissajous, 
kunnen mechanisch beschreven worden o.a. door de bewe- 
gingen van twee slingers op een schrijfstift over te brengen, 
of wel door een trillende stemvork te laten schrijven op 
een beroete glasplaat, bevestigd aan een tweede trillende 
stemvork, terwijl in de Comptes Rendus 1830 en 181, be- 
halve een toestel, bestaande uit boven elkaar schommelende 
platte vlakken, nog genoemd wordt de Campylograaf, welke 
tevens veroorlooft, aan het vlak van teekening een draaiende 
beweging te geven, eene complicatie, waarop nader zal 
worden teruggekomen. 

Fig. II geeft de kromme voor de ver- 
houding 1:2, Deze en de volgende figuren 
zijn beschreven op een rechthoekig stelsel 
bij gelijke trillingswijdte, tenzij anders. 
wordt vermeld. De stippellijn stelt voor 
de figuur, die ontstaat, als beide punten 
gelijktijdig beginnen, elk bij ’t uiteinde eener 
middellijn, dus #=rcosp,y=rcos2p, 
terwijl de getrokken lijn de betrekking 
L=rCOSg, Yr cos (2p 4-90) in beeld brengt. De 
streep-puntlijn komt overeen met een tusschenstand. Men 
ziet, dat de toppen A en B meer en meer tot elkaar 
naderen, om ten slotte in C samen te vallen. Door gp 
te elimineeren tusschen # — 7 coS p‚ y — 1 cos (2 p + CO), Krijgt 
men 4 xf — 4 x?r (1 + y cos C) + 1? (r cos C H- 4)? = 0. Voor 
C=0° geeft dit PON (y + 7) 20; voor SC 
Agt Ar? ap? Hr2y2=—=0. De eerste dezer twee lijnen stelt 
twee samenvallende parabolen voor; de tweede is door 
de onderzoekingen van Gregorius a.S. Vincentio (1584— 
1667) bekend als virtueele parabool — de Sluse heeft 
ontdekt, dat haar totaal oppervlak het 4 gedeelte van 
den omgeschreven rechthoek uitmaakt. Immers, daar de _ 
bedoelde lijn, zooals naderhand zal blijken, ook kan 
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worden voorgesteld door 2 =a sing, y—=b sin 2p heeft 


5 
men, voor het gedeelte in één kwadrant, O — ab il 2 sin 2p 
0 


AIN 1 Krt 
cos Pp dp —= Z'ab [2 sin van [> sin pdp | —= 2ab 
0 


B, 


(1 —#) =# ab. | 
Bij de constructie en de beschouwing der figuren kan 
men eenig nut hebben van de opmerking: Het optreden 
van een cosinus beteekent: vertrek uit het uiteinde eener 
middellijn met minimumsnelheid (—=0), het optreden van 
een sinus duidt aan: vertrek uit het middelpunt van den 
| cirkel met maximumsnelheid. Wil men 
bijv. de lijn x= }/2 sin3p, y —=cos4gp 
waarbij de lengte van de straal als eenheid 
wordt genomen, construeeren (fig. IV) 
dan begint men met 2 concentrische 


cirkels te trekken met stralen 1 en W/2, 
en daarin twee onderling loodrechte 
middellijnen als X- en Y-as. De omtrek 
van den grootste dezer cirkels verdeelt 
men bijv. in 4 X4 gelijke deelen en trekt door de deel- 
punten lijnen // Y-as; de omtrek van den kleinste wordt 
daarna verdeeld in 4 X 3 gelijke deelen en door de deelpunten 
worden lijnen getrokken // X as. 

De beweging langs de X-as wordt uitgedrukt door x= 


v’2sin8gp, en begint dus vanuit O met maximumsnelheid, 
dwz. na 1 sec. is de abscis = 0C. De beweging langs de 
Y-as wordt gegeven door y = cos 4p, ze begint vanuit D 
en na 1 sec. is de ordinaat — OA. : Het. punt, dat aan 
beide bewegingen deelneemt, is dus na 1 sec. vanuit D 
(voor p=0 is z=0 en y=l) in B aangekomen, waarna 
de verdere weg gemakkelijk is te teekenen. In R aan- 
gekomen, keert het punt op dezelfde baan terug, doorloopt 
na D gepasseerd te zijn, een weg, symmetrisch t.o.v. de 
Y-as met het reeds afgelegde gedeelte, keert in S weer 
terug op dezelfde baan, en komt daarna voor de derde maal 
in D, waarop de begintoestand weer intreedt. De lijn 
x=W2 cos 3p, yY—=cos 4p begint in S, en is blijkbaar 
dezelfde als de besprokene. Door pg te elimineeren tusschen 


158 


x—=al/? cos 3p, y—=a cos 4p vindt men 2x — 4a24? — 
— 4ays + 3a3y + at=0, en na verplaatsing van de X-as 
over een afstand —- +a: zt — 2ay5 — 3a2y? — 2422 + at=0, 
onder welken vorm de lijn als voorbeeld bij de bepaling 
van dubbelpunten dikwijls voorkomt. 

Is de verhouding der trillingsgetallen 1 :3, dan ontstaat, 
als de trillingen niet gelijktijdig beginnen en het phaseverschil 
90° bedraagt, een kromme met 8 lussen en 2 dubbelpunten, 
die zoowel door het snijpunt van den cirkel met de X-as 
als door dat met de Y-as gaat. Beginnen ze gelijktijdig, 
dan wordt de ontstaande lijn in den tijd T tweemaal door- 
loopen, en gaat zoowel door den oorsprong, als door twee 
der hoekpunten van den rechthoek (het parallelogram) op 
de assen beschreven. Voor eene verhouding 1:„ leidt een 
onderzoek naar de voorwaarden, waaronder de figuur 1® 
door den oorsprong, 20 door het snijpunt van den cirkel 
met de X-as, 30 door dat met de Y-as, 4? door een hoek- 
punt van het parallelogram op de assen gaat, tot het 
volgend overzicht: 


VERGELIJKING. Sr OMP GEN Amr e 


y=0 y=—=0 gek yesil 


L=COSP y=cosnp [noneven| nooit neven steeds 
L=singp Y == COS Np nooit !xoneven) steeds | „even 
G==COSP y=sin np | neven steeds [oneven nooit 
v=sing y=sinnp | steeds | ”even nooit |” oneven 


Voor » even kunnen I en llelkaar vervangen en II en IV. 

Voor n oneven kunnen II en III elkaar vervangen en len IV. 

Zoo geven de formules 2 = coS wp, y == cos 4 p en #7 == sin p, 
y = cos 4 p dezelfde figuur. Eveneens «== COS wp, yY —= COS 7 p 
nw Esin pr =S sin (Pp. 

Fig. III geeft in de getrokken lijn de kromme x —= rr sin 8 p, 
y=r sin2gp, in de gestippelde de kromme #=r cOSSp, 
y=r cos2p weer. De vergelijking dezer laatste is 4 yö — 
— 2 x?r —3 yr? Hrs =0. Elimineert men p tusschen 
x=rsin3p, Y=—r cOS2p dan geeft dit dezelfde uit- 
komst. 

Hierdoor rijst de vraag, of het bovengenoemd overzicht 


sin op} enn jd dat ” geheel 


van de vormen den, Yi COS np 
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onderstelde, ook doorgaat voor » gebroken, dus voor n= Kn 


he __(sinpgp _ {sin qp 
als de vormen zijn x En 8 y= en, 

Dit blijkt het geval te zijn, wanneer 
men overeenkomt eene breuk met oneven 
teller en oneven noemer oneven te noemen 
en eene breuk met even teller en oneven 
noemer even. Oneven teller en even noemer 
wordt door verwisseling van & en y. tot 
het laatste geval teruggebracht, even teller 
en even noemer kunnen door een gemeen- 
schappelijken factor gedeeld worden. De lijn 
x=r sin?2p, y=recos?7gbijv. gaat door verwisseling van 
cenyoverinv=rcos7py=rsin2g. De breuk 4 heeft 
de beteekenis „even”, zoodat III en IV elkaar kunnen 
vervangen, en de figuur ook wordt voorgesteld door 
x=—=rsin /p, Y=rsin2gp. Door verwisseling van x en y 
krijgt men de oorspronkelijke verhouding terug, zoodat & = 
rsin 2p, y=rcostpenr=rsin?p,y=rsin7 gp dezelfde 
lijn voorstellen. 

De eliminatie van p kan, behalve door de methode van 
Sylvester, nog plaats vinden op de volgende wijze, welke 
vooral voor kleine getallen snel tot het beoogde doel leidt. 
Men heeft cos pq p = cos p (q p) = cos q (p p). 

Dus cos 6p —= 2cos? 3p — 1 =4cOS32p — 3cOs Lp. 


Fig. UI 


L 
Wanneer nu gegeven is Fe COS 3 p, 5 == COS 2 p‚, heeft 


men onmiddellijk se —_l= He — 3d Voor het geval 

) a2 TD D' Seva 
rs n —= oneven kan deze methode echter niet worden 
toegepast. | 


Stellen wij ons voor, dat de gestippelde kromme OAB 
enz. van fig. V de baan is van een punt, dat deelneemt 
aan twee trillingen, de een gericht volgens de X-as,.de 
ander volgens de Y-as, wier trillingstijden zich verhouden 
als 1:2. In het voorgaande is aangetoond, dat deze kromme 
op een rechthoekig stelsel, bij gelijke trillingswijdte en de 
lengte van de straal van den cirkel, op deze trillingswijdte 
als middellijn beschreven, als lengteeenheid genomen, voor- 
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gesteld kan worden door #=sin p‚, y=sin 2p. Denken 
/ wij ons verder, dat het punt nog 

aan een derde trilling deelneemt, 
gericht bijv. langs de X-as, en welke 
van de bestaande trilling langs de 
X-as alleen in trillingsgetal ver- 
schilt. Deze derde beweging op 
zichzelf zij bijv. gegeven door © —= 
Fig. V. sin 3. Voor een bepaalde hoek gl 

wordt de abscis dan sin pl —+ sin 3 pl, terwijl de 
ordinaat onveranderd blijft. Men zou de kromme, ontstaan 
doordat het punt aan de drie bewegingen tegelijk deelneemt, 
kunnen construeeren, door voor achtereenvolgende waarden 
van p de nieuwe abscis te berekenen en deze met de oude 
ordinaat te combineeren. Eenvoudiger gaat dit echter, door 
gebruik te maken van het parallelogram van bewegingen. 
Uitgaande van O zou het punt, als het alleen deelnam 
aan de beweging, gegeven door #=sin p,‚ y=sin 2p, 
na 1 tijdseenheid gekomen zijn in A, als het alleen deelnam 
aan de beweging, gegeven door x=sin 3p, y =0, in C. 
Construeeren wij het parallelogram OCALA, dan blijkt de 
werkelijke plaats na 1 tijdseenheid in At te zijn. 
Op gelijke wijze vinden we voor de plaats na de 2de 
tijdseenheid Bt en de kromme, die deze en verdere punten 
vloeiend verbindt, zal bij benadering de. baan van het punt 
aangeven. De nauwkeurigheid wordt grooter met het aantal 
punten, dat de lijn x=sin p, y==sin 2p bepaalt. De 
punten Al, Bt enz. kan men gemakkelijker vinden, door 
op de lijnen, door A, B, enz. evenwijdig aan de X as 
getrokken, vanuit deze laatste punten stukken af te zetten, 
gelijk aan OC, OE enz. Deze handelwijze is gevolgd bij de 


XL == COS p + COS Sp 
y =cos 2p 


kromme voorgesteld in fig. VI. De lijn 


LCOS p 
Y =COS Zp 


wordt bepaald door 


de punten A, B, C, enz. Achtereen- 
volgens zijn de afstanden OE, OF, 
OG, OH enz. tusschen de passer- 
punten genomen en evenwijdig aan 
de X-as uitgezet in A, B, F, D enz. 
daarbij rekening houdend met positief en negatief. Had 
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men willen construeeren de lijn | COSP + sin 39 
Y=CcOS 2p 

dan had men vanuit A, B, C, F, D en K af moeten zetten 

de afstanden O, OF, OE, OF, O0, OG (of OF naar den 

negatieven kant) enz. 

De gevolgde schrijfwijze is gemakkelijk voor het overzicht 
en om aan te duiden, van welke figuur van twee trillingen 
men is uitgegaan. Het aldus aangegeven verband kan aan- 
leiding geven tot het vinden van een mechanische constructie 


L=COS2p + Ssin p 


voor de eindkromme. Zoo kan de lijn 


y=tCOosgp 
ontstaan uit de parabool lakes doch ook uit de el- 
lips jede ; in ’tlaatste geval kan ze worden voor- 
gesteld door ns ee Een mechanische con- 


structie is aangegeven in fig. VI. 
Als ACD (lengte 3) glijdt langs den 
cirkel OA (straal 1) en tevens door 
KORIS ODB —=00s 20 "en BH AD 
sinp=3sing. AD snijdt den cirkel 
met straal + om C als middelpunt 
beschreven, in G; als GE // OH blijft, 
is EH —=}4cosp, en punt E beschrijft 
de kromme. De getrokken lijn en de 
p Streep-puntlijn van fig. VI zijn beide 


Fig. VII. bijzondere gevallen van 
U =COSP H-0COSS PI) qe laatste komt overeen met dk 
Y=COs Zp 
en stelt, na verplaatsing van de X-as over een afstand — 4 
de ontwondene van de parabool |®CCS® | voor. Door de 
Y =COS2p 


gevolgde schrijfwijze kan de quadratuur gemakkelijk verricht 
worden; voor de lijn van fig. V vindt men, dat de vier 
lussen tezamen het -& deel van het vierkant om den 
cirkel uitmaken. 


1) d.w.z. zij behooren tot de divergente parabolen uit de Enumeratio 
van Newton, zooals uit de eliminatie van g blijkt. 


Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 11 
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Wil men de baan van een punt bepalen. dat aan vier 
trillingen deelneemt, dan gaat men uit van een figuur van 
drie trillingen, en zet in de punten, die deze laatste figuur 
bepalen, op lijnen, door die punten evenwijdig aan de X-as 
of de Y-as, de overeenkomstige afstanden der vierde beweging 
uit. Als laatste voorbeeld moge nog geconstrueerd woiden 


L —= COS P + COS Zp + COS 3 p 


de lijn y= — sing + sin2p 4 sin 30}: Als figuur van uit- 
gang kan men nemen een der cirkels HEE ae gl E KE 7 d 
of 5 ES ai ‚ de parabool jn de ‚ dan wel een der 
figuren BS amaole breman it 
ges en ER . We kiezen hier den cirkel re Kl, ze 


fig. VIII, en verdeelen den 
omtrek in gelijke deelen, 
waarvan het aantal gelijk 
is aan 4-maal het K.G.V. 
der gegeven getallen 1, 2 
en 3. De punten, die den 
cirkel bepalen, zijn nu A, B, 
GC, D, B,/E, Go 
L en M. De beweging begint 
bij A, daar voorkpms 
L==l y —=0 is. Bij de Los 
voeging van een derde tril- 
ling heeft men de keus uit 
vier: we nemen ” —= COS 3 p 
en zetten dus vanuit A, B, 
C, D enz. op lijnen // X-as stukken af, gelijk OA, ON, 0, — ON 
L == COS Zp J-COSSP 
y =sin?2gp 

bepaald door de punten A;, B, C enz.; na aankomst in O 
wordt eene baan beschreven, symmetrisch t.o.v. de z-as 
met de reeds afgelegde; de geheele lijn is dus bepaald door 
2 X 12 punten. Als vierde trilling voegen we toe, weder- 
om langs de X-as, #=—=cosp, de nieuwe lijn, die we 
met ’t oog op de wijze van ontstaan, aanduiden door 


Fig. VIIL 


enz. De nieuwe kromme, dus | wordt 
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L = COS P, + COS 2 p + COS S p 
JE sin 2 p 

B,, C, D;, enz. af te zetten op lijnen, evenwijdig aan de 
X-as, stukken OA, OS, ON, OQ, OP enz. Ze wordt even- 
eens bepaald door 24 punten, nl. A9, By, Co enz. Mo. Als 
vijfde trilling nemen we y = — sin p en zetten dus op lijnen, 
door As, Ba, Ca, enz. // Y-as stukken af = 0, — OP, — OQ enz. 


L == COS PI + 
bn Silo 


wordt gevonden, door in A4, 


Het resultaat, dus de lijn van 5 trillingen 


EE Ba á TE is gearceerd. De toevoeging van de zesde 


trilling, nl. y=sin8gp geeft ten slotte de streeppuntlijn. 
Op een verschil in stand na is deze lijn dezelfde als die, 
welker poolvergelijking is o —= 2 (cosp + cos 2p) d.i. de MP 
van de voetpunten der loodlijnen, uit een punt van de 
bisectrice van een rechten hoek neergelaten op een tusschen 
de beenen van dien hoek zich bewegende lijn van constante 
lengte, als de afstand van ’t punt op de bisectrice tot het 
hoekpunt gelijk is aan de halve lengte der constante lijn. 


(Wordt vervolgd). 


Vit Buitenlandsche Tijdschriften. 


108. Hoffmann's Zeitschrift. 


L. Nieuwe leergangen, methoden, hulpmiddelen enz. 
in ’t bwitenland. 


1. Grafische voorstelling van meetkundige reeksen. 

Zij de reeks: a + aq + aq? +... 

Nu neemt men AB ==a, / CBA =— 90°, en trekt de lijnen 
AP en BP! zóó dat / CAB == / CBP =a=bgtgg is. 

Trekt men nu tusschen deze twee lijnen de gebroken 
lijn ABCDEF.... waarin twee aangrenzende zijden een 
rechten hoek maken, dan heeft men: 
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BC = AB ig a == ag; CD = BG ige — qq2 DES GONE 
De stukken van de gebroken lijn stellen. derhalve de 
termen der reeks voor, en de 
som van een willekeurig aan- 
tal termen, d. w.z. de lengte 
van de bijbehoorende gebroken 
lijn wordt ook voorgesteld door 
de rand van hare horizontale 
en hare verticale projectie. Is 
nu g <1, m.4. Wd. is de TSEKS 
convergent, dan convergeeren 
de lijnen AP en BP, zooals 
in de figuur, en snijden elkaar in P. Direct ziet men in 
dat de limiet = APL + PP, 

2. Schûlke'’s verdediging van de logarithmentafel met 4 
decimalen op de middelbare school tegen een aanval van 
Prof. Hammer (technische hoogeschool Stuttgart). 

H. beweert „Man ist aus formellen Gründen zu etwas 
schärferer Rechnung, als es sich entspricht, gezwungen.” 
Dat is juist als de berekeningen van wetenschappelijke of 
practische waarde zijn. Maar zulke berekeningen kan men 
alleen dan uitvoeren, als men de grondslagen der bereke- 
ning nauwkeurig onderzocht heeft, als men de theorie der 
instrumenten, de waarnemingsfouten en alle bijomstandig- 
heden in aanmerking neemt die op het resultaat van in- 
vloed kunnen zijn. Dit is tot nog toe bij het onderwijs 
niet gebeurd. Mijne verzameling is de eerste, die het begrip 
„waarnemingsfout’’ in de school tracht in te voeren, over- 
al elders is het een algemeen gebruik de gegevens als vol- 
strekt nauwkeurig aan te zien, en schrikt men niet voor 
enormiteiten terug, b.v. de richting van een wimpel in 
seconden, de snelheid van een schip in tienden van milli- 
meters (en den prijs van een koffiekan in tienden van 
centen, Ref.) op te geven. 

De leerling krijgt dus een verkeerde voorstelling van de 
werkelijke toestanden als hij voortdurend op de kleine fouten 
die bij het werken met logarithmen onvermijdelijk zijn, 
gewezen wordt, terwijl hij van de groote waarnemings- 
fouten niets verneemt.’ Daarbij komt dat de waarnemingen 


in de Geodesie en in de Sterrekunde veel grootere scherpte 


bereiken dan in de Natuurkunde, die op school veel dieper 


en breeder behandeld wordt. De zin voor wetenschappelijke - 


nauwkeurigheid wordt dus juist in een verkeerd spoor ge- 
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leid als de leerling physische vraagstukken met 5 dec. 
moet uitrekenen, en daardoor er toe gebracht wordt te 
meenen dat een dergelijke nauwkeurigheid zóó maar te be- 
reiken is. Prof. H. zegt wel dat naast de tafel met 5 dec., 
en eene met 4 gebruikt moet worden, en ook een reken- 
liniaal, maar deze wensch is niet uitvoerbaar. De tijdsbe- 
sparing met 4 dec. is zóó groot, dat men ook de rekenliniaal 
regelmatig bij het onderwijs gebruiken kan, zooals b.v. 
Müller aan het gymnasium in Frankfurt doet (In 1908 
was Schülke's tafel op meer dan 90 inrichtingen ingevoerd. 
Aan hoeveel in ons land? Ref.) 

„Dat men met een tafel met 5 dec. gemakkelijk in 4 
dec. werkt” kan ik niet toegeven, bladeren en afronden 
kosten te veel tijd. Evenmin gaat de tegenwerping op: al- 
leen 4 dec. gebruiken bemoeilijkt het later toch noodzake- 
lijke werken met 5 of met 7 dec”. Hoe weinig leerlingen 
werken later nog met logarithmen? En wel meer in ’t 
bijzonder met vijf decimalen? Nog zegt Prof. H. „wie 
een tafel met 5 dec. goed hanteeren kan, werkt later 
ook gemakkelijk met 4 of met 6.” Datzelfde kan men 
dan toch ook zeggen van hem die met 4 dec. uit de 
voeten kan, want de grootere tafels bevatten geen enkel 
nieuw idee. 

8. Facultatief onderwijs aan het lyceum te Hannover. 

Naast het leerplan wordt aan de leerlingen van Prioma 
(dus van Ober- en van Unter-) gelegenheid gegeven aan bij- 
zondere cursussen deel te nemen, te weten in a) Philoso- 
phische propadeuse, b) Duitsch, c) Oude talen, d) Moderne 
talen, €) Geschiedenis, f) Natuurwetenschappen, 9) 
Wiskunde. 

Alleen die cursussen worden gegeven waarvoor zich ge- 
schikte leerlingen en leeraars aanmelden. Het onderwijs 
wordt gegeven in twee uren voor de Unter- en twee voor 
de Oberprima. Wie aan zoo’n cursus deelneemt wordt vrij 
gesteld van twee uren wiskunde-onderwijs of van twee tot 
drie uren Latijn. 

Over 1908 bestond de Oberprima voor wiskunde uit drie 
groepen. Doel van den bijzonderen cursus was inleiding 
in de D.- en [. rekening. 

4, De Hongaarsche commissie voor de hervorming van 
het wiskunde-onderwijs heeft in de landstaal haar rapport 
uitgegeven. Binnenkort verschijnt bij Teubner eene duit- 
sche vertaling. 
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De ijverige hervormings-apostel in Hongarije, Dr. Gold- 
ziher, heeft in 1909 een vacantie-cursus gehouden over de 
nieuwere richting in het wiskunde-onderwijs. 

5. Op het congres van leeraars in de exacte weten- 
schappen, in Freiburg gedurende de Pinkster-vacantie van 
1909 gehouden, werd door verschillende docenten op het 
gebruik van de rekenliniaal aangedrongen. Treutlein deelt 
mede dat hij van de regeering (Baden) spoorweg-graphieken 
krijgt. Dezelfde dringt aan op het gebruik van verkorte 
reken wijzen. 


109. Unterrichtsblätter. 


kl 

Uit de Discussie over de invoering der Infinitesimaal- 
rekening (vergadering van wiskunde-leeraren in Freiburg, 
Pinksteren 1909.) Grimsehl zegt dat aan de Oberrealschu- 
len in Hamburg de [. R. sinds hun bestaan met het meeste 
succes gedoceerd is. De leeraren die het onderwijs gegeven 
hebben, zouden liever een ander onderdeel van het wiskunde 
programma geschrapt zien dan dit. Trouwens, de begrip- 
pen „snelheid”, „ versnelling” enz. zijn differentiaal-quotienten. 
Van woorden moet men niet bang zijn. Bode is van tegen- 
stander voorstander geworden. Het boek van Burkhardt is 
aan te bevelen. 

Lorey kan van zijn ondervinding aan het gymnasium in 
Görlitz niets dan goed vertellen. Waarschuwen moet hij 
tegen het er op los differentieëren. 

Susth waarschuwt tegen oppervlakkigheid. 

Fischer wil liever in plaats van LL. R. de woorden „het 
begrip grens” invoeren. Aan het gymnasium zal eene 
strenge wiskundige behandeling niet mogelijk zijn. 

Loewy (universiteits-professor) merkt op dat ook de 
meetkunde op onze scholen niet streng onderwezen kan worden. 

| C. 


110. Blijkbaar rust een noodlot op geschriften betreffende 
rekenkunde. Hoewel de Egyptenaren, Chaldeeërs en Baby- 
loniërs, volgens de documenten betreffende hun wiskundige 
en astronomische kennis, die bewaard gebleven zijn, veel 
verder waren in rekenkunde dan in de studie der figuren, 
bezitten wij veel meer gegevens omtrent hun meetkunde 
dan omtrent hun rekenen. Dit komt doordien de Grieken 
meer waarde hechtten aan de strenge uitkomsten der meet- 
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kunde, dan aan de uitkomsten van berekeningen, die zeer 
dikwijls benaderingen waren. 

Van historische tijden kan het werk van Apollonius 
genoemd worden, evenals het tweede deel van het werk 
van Diophantes, en de bespreking van dit door Hypatia. 
Onbeduidende moeielijkheden verhinderden Fermat zijn 
methoden uit te geven; Gauss heeft de zijne niet alle kun- 
nen mede deelen; Eisenstein, Riemann, Stieltjes zijn jong 
gestorven; Liouville heeft niet den tijd gehad zijn methoden 
te doen kennen, en zijn ontdekkingen op rekenkundig ge- 
bied aan te vullen; Lejeune Dirichlet is gestorven vóór hij 
zijn bewerking van Gauss’ geschriften begon, welke hij 
wilde schrijven; Lebesque vond geen inteekenaar voor het 
„Fraité” dat hij wilde uitgeven; Ed. Lucas stierf toen het 
1® deel van zijn Theorie des Nombres nauwelijks was uit- 
gegeven; Cesaro heeft zijn rekenkundige studies moeten op- 
geven, aan welke hij zijn eerste succes te danken had. 


A. Aubry, L'enseignement math. Xle année, No. 6, 
blade. 488. 


111. In PEnseignement Mathématique van 15 Juli 1906, 
bl. 290 geeft Emile Bertrand het volgende bewijs van de 
formule van Goriolis: 

Als v_, v, en v, de absolute, relatieve en meesleepings- 
snelheid van een bewegend punt voorstellen dan is 

Vv, = Vv, + v, (als vectoren) 
en als D de afgeleide voorstelt „prise dans l'observatoire 
absolu’: 
ON DV acte LN 

Hierin stelt Dv, de absolute versnelling j, van het punt 
voor. Is dit punt ten tijde f in A, (fig. 1) en ten tijde 
t At in C, terwijl het punt A („de lobservatoire rela- 
tif”) in B is gekomen, dan is de meesleepingsbeweging be- 
paald door de snelheidsvector ve van A en de door A 
gaande vector w van de draaiende beweging, welke ten 
tijde t + At zijn overgegaan in vl en wl, 

De meesleepingsversnelling je is die van A „de Pobser- 
vatoire relatif”: 
ihre 

het 

De meesleepingssnelheid vl, ten tijde {+ At is die van 
C „de l'obs. relatif”: 


rr We 
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vl, = vl + Mom, w! 
De afgeleide hi is Dols lim ete 
e afgeleide hiervan is: Dvd == lim ——__—— nn im IN 
+ lim A, ‚Mom, vl, Verlengt men BC tot H, zoodanig dat 
B, dan is 


PAGE 


Dvl, = je + lim Mom wt 


Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 


waarbij de vector voor het moment steeds C als oor- 
sprong heeft. Maar de lim. van wl is w, de lim. stand van 
C is A, en die van H is het uiteinde V, van de rel. snelh. 
Dus: Dv, Set w. Onderstel dat ten tijde t „l'ob- 


servateur absolu” door een vast punt een vector O, H‚ =v, 
trekt, en de „obs. relatif” een vector gelijk aan O V‚,, dan 
wordt door de meesleeping deze laatste vector verplaatst, 
zoodat ze zich ten tijde {+ A { in O! H! bevindt. Trekken 
de twee „observ”’ de vectoren O;l, en OlIL equipollent 
met de nieuwe relatieve snelheid, dan is ingevolge definitie 
H, I, Ee lim Hi LL b 
NH DP EIN EI 
Trek O!K =O, H;, dan is 

Her epen klan KELL ne HI 1 

CN TAA ANT UT AS 
KI f 
INE de snelheid van het punt V, in de 


draaiende beweging van het „observatoire relatif” om O, 
d. w. Z. Mom, w dus 


Wis Mom, vj, 


Dvr== lim 


Bij de limiet is 


Bijgevolg is j, == je + jr + 2 Mom, w. 


r 


169 


112. Op het congres te Lyon 1906, van de Association 
francaise pour lavancement des Sciences werd een zeer 
bijzondere voordracht gehouden over „L'industrie et les 
université’s”’: 

De spreker klaagde er over, dat men (in Frankrijk) zich 
zoo weinig op de hoogte stelt van wat door landgenooten 
gedaan wordt, dat ontdekkingen door Franschen gedaan, 
(o.a. de telefoon) in het vergeetboek geraakten en vele 
jaren later van uit het buitenland als nieuwe uitvindingen 
hun intrede deden. Hij weet dat aan het onderwijs, en 
wees er op, dat onze pedagogie van uit China geïm por- 
teerd is. 

Immers, het college Louis-le-Grand werd gesticht door 
_ zendelingen, teruggekeerd uit China, waar toen reeds sedert 
eenige eeuwen een volledig stelsel van opvoeding onder toe- 
zicht van de mandarijnen bestond, en de wijze van werken 
aan dat college werd een blijvende toestand. 

Het Chineesche stelsel heeft, zooals bekend is, geleid 
tot stilstand van de ontwikkeling van het geheele volk. 
In Frankrijk is eenigszins een tegenwicht door het onder- 
wijs aan de universiteiten, doch niet geheel, omdat men 
daar niet alle jongelieden naar de academie zendt ten einde 
algemeen ontwikkeld te worden, maar slechts voor bepaalde 
ambten of beroepen opleidt. 


Cosmos No. 1124 van 11 Aug. ’06. 
ERO EO 00: 


113. Beelden bij terugkaatsing en breking. 


1. Als op een gebogen spiegel (fig. 1.) een bundel even- 

R R 
2 GOS p en 
als p <45, zoodat een teruggekaatste straal doorgaat tus- 
schen S en het midden F van OS (O middelpunt), en een 
in F vertikaal geplaatst schermpje treft in H. Daar 


wijdige lichtstralen valt, dan is OL = 


1 R 
—= 1 mens ze Ì Ee 
NE (CDS 5 Deens =S EL {02 pj 18 FH 5 
1 —cosp sin 2 g vrek sin p EEEN 
eze An 9 . 

COS p COS 2 p SA 2 ITAR le 2 
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on Er ontstaat dus niet een enkel lichtend punt als 


beeld, maar een cirkeltje met straal 12.82, 
2.8, 0:53 mM alst ee OP 

Is le de uiterste lichtstraal, dan is de 
hoeveelheid invallend licht evenredig met 
m R?sin?p, en deze verdeelt zich over een 
oppervlak zr F H?, zoodat de gemiddelde 


COS 2 p 


intensiteit is ‚ welke zeer snel toe- 


Re 
4 sin 5 
neemt als p afneemt. 

2. Als in fig 2 een straal in de richting IF gebroken 
wordt bij het scheidingsvlak ID, in de 
richting IH, dan zal op een schermpje 
geplaatst bij een punt FL, (zóó genomen, 
dat n. FID = FD =d, als n de brekings- 
coëfficiënt is) een cirkeltje worden afge- 
teekend met straal 


FIM =d(1l —n?) sin 31 X 


Fies. 


1 
cos 1 (cosi +- cos 7) ° 
waarvan de gemiddelde verlichting ook in % kan worden 
uitgedrukt. 


A. Durand in La Revue de U’ Enseignement des Sciences, 
8e Année, No. 80, Dec. 1909. 


FJ. VAES 


Boekbespreking. 


EUGEN BEUTEL. Algebraïsche Kurven. Erster Teil: Kur- 
vendiscussion. Mit 57 Figuren im Text. Sammlung 
Göschen 1909. | 


Er 


Naast de groote werken van Gino Loria, van Gomes 
Teixeira (besproken in W.T. 5en jaargang, bladz. 101, en 
dezen jaargang, bladz. 68), en het meer beknopte van Wie- 
leitner (besproken in W.T., Sen jaargang, bladz. 187), is 
thans het le deel van een nog beknopter verschenen, dat 
in 145 blads. van het bekende kleine formaat der Göschen’- 
sche Sammlung een overzicht geeft van eigenschappen van 
kromme lijnen. Uit den aard der zaak wordt voor nadere 
studie telkens verwezen naar grootere werken, waarvan 
een 14-tal genoemd zijn. 

Na een overzicht van de geschiedenis der algebraïsche 
krommen (tot Descartes, en vanaf Descartes) worden de 
krommen in ’t algemeen beschouwd, en bijzondere punten 
besproken. Parabolen en hyperbolen van hoogere orde gaan 
vooraf aan een bespreking van de constructie van verschil- 
lende kromme lijnen door middel van de gebieden waar de 
functie + en — is, en van snijpunten van andere lijnen, 
door welke de krommen moeten loopen. Omdat daarbij 
meermalen het snijpunt van de kromme met een of andere 
bijzondere rechte lijn moet worden bepaald, is aan de 
graphisch-mechanische oplossing een korte bespreking gewijd. 

Onderzoek van bijzondere punten; bepaling van asymptoten 
(rechte en kromlijnige) zijn verdere hulpmiddelen voor het 
construeeren, terwijl de differentiaalrekening maxima en 
minima, krommingsmiddelpunten, enz. levert. 

De analytische driehoek van Newton, en de reeksont- 
wikkeling voor een bepaald punt eener kromme worden 
besproken, en een alfabetische opgave gedaan van Krommen, 
die een bijzonderen naam ontvangen hebben. In de laatste 
paragraaf wordt behandeld, hoe men de vergelijking eener 
kromme lijn kan opmaken, wanneer men bijzonderheden 
daarvan kent. Het boekje is zeer geschikt als inleiding tot 
de grootere werken; het laat zich zeer gemakkelijk lezen. 

Heden VABS. 


Scientia 10. Les rayons Cathodiques. par P. ViLLARD. 
Gauthier-Villars, Paris. — 2 francs. 

Met veel genoegen heb ik bovenstaand werkje ge- en 
herlezen. Wie omtrent kathodenstralen meer wil weten dan 
de gewone leerboeken geven, zonder in tijdschrift-literatuur 
te vervallen, zal dit boekje met vrucht kunnen raadplegen. 
De wet van Paschen, het potentaal-verloop in Geisslersche 
buizen, de potentiaalsprong bij de katode, de verschijnselen 
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in Röntgen-buizen, de meting van de snelheid der kathoden- 
stralen, en vele andere zaken worden duidelijk aangegeven, 
met vermelding van de gronden, waarop de uitkomsten 
berusten. Toch bevat dit werkje niet veel wiskunde, zoodat 
ook de medicus, die zich bezig houdt met Röntgen-therapie 
er veel van zijn gading zal vinden. De prijs is voor de 
104 pagina’s met 48 figuren zeer laag. Ge 


Platland. Een roman van vele afmetingen door L. vAN 
ZANTEN. Zaltbommel. H. J. v. d. Garde & Co. 1909. f 1.25. 

Veertien jaar geleden verscheen dit boek voor het eerst; 
als vertaling uit het engelsch, zonder dat de schrijver zijn 
naam noemde. Thans is een nieuwe, onveranderde druk 
verschenen. Het boek heeft ten doel duidelijk te doen uit- 
komen, dat een ruimte van vier afmetingen zeer goed 
denkbaar is, hoewel wij ze ons niet kunnen voorstellen. 

Als hoofdfiguur wordt een wezen gedacht, dat in een 
land van twee afmetingen leeft (Platland)). 

Dit wezen beschrijft eerst verschillende toestanden in 
zijn land, waar de levende wezens regelmatige veelhoeken, 
gelijkbeenige driehoeken en rechte lijnen zijn, vertelt een 
droom, waarin hij Liĳnland ziet, en bespreekt zijn ont- 
moeting met een bol, die hem uit zijn vlak wegvoert en 
hem de ruimte der drie afmetingen doet zien. 

Wie belang stelt in dergelijke fantazieën, zal het boek 
zeker met genoegen lezen. De nieuwe druk ziet er goed 
verzorgd uit. De omslag is van dezelfde eigenaardige 
teekening voorzien als de eerste uitgave. Het boek is ook 
in fraaien rooden band te verkrijgen. 

Den schrijver zij toegewenscht, dat hij nog een derden 
druk moge beleven. 


Leerboek der Beschrijvende Meetkunde ten dienste van 
Studeerenden aan de Technische Hoogeschool te Delft door 
W. A. Piers, Civiel-Ingenieur, Leeraar aan de H.B.S. te 
Gouda. Uitgave van J. Bootsma, den Haag. 

Een atlas met 115 zeer fraaie platen behoort bij den 
450 bladzijden duidelijk geschreven en net gedrukten tekst. 
Uit den titel blijkt reeds dat het boek bestemd is voor wie 
reeds bekend is met de gronden der beschrijvende meet- 
kunde. Schrijver volgt den in Delft gegeven cursus, en 
begint dus met centrale projectie (vrije perspectief), waarbij 
de gelegenheid zich voordoet om iets te zeggen omtrent 
perspectivische figuren, terwijl in ’t bijzonder de centrale 
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projectie van den cirkel wordt nagegaan; een enkele analy- 
tische berekening vindt daarin een plaats. Een aantal 
opgaven en vragen geven den lezer gelegenheid tot oefening ; 
dit is ook bij de volgende hoofdstukken het geval. 

Als tweede hoofdstuk volgt de perspectief, als derde de 
evenwijdige perspectief, als vierde de axonometrie. Dan 
komt een gedeelte, dat feitelijk aansluit bij de beschrijvende 
meetkunde der hoogere burgerschool en vermoedelijk niet 
in het programma dier school is opgenomen omdat er 
kromme lijnen bij te pas komen. De schaduwconstructies 
voeren weder terug naar de perspectief, axonometrie en 
scheeve projectie. In een aanhangsel worden eenige con- 
structies besproken betreffende de kegelsneden en den bol. 
Hiermede is een eerste gedeelte van het boek afgesloten. 

Er wordt daarna gesproken over kromme lijnen in het 
platte vlak en in de ruimte. Een algemeene beschouwing 
gaat vooraf, waarbij de practische constructies van een 
raaklijn aan een kromme ter sprake komen. Daarna volgt 
uitvoerig het projecteeren van oppervlakken; aan den bol 
is een afzonderlijk hoofdstuk gewijd. De figuren betreffende 
doorsnijding van twee lichamen zijn zeer fraai. Een afzon- 
derlijk hoofdstuk behandelt de doörsnijding van een bol 
met kegel en cilinder; een ander de schroeflijn en het 
ontwikkelbare schroefvlak, terwijl de omwentelingsopper- 
vlakken ook uitvoerig zijn onderzocht. Een hoofdstuk over 
scheeve oppervlakken (met vierkanten en driehoekigen 
schroef) besluit het boek. 

Bij den atlas is ook een inhoudsopgave, die het opzoeken 
vergemakkelijkt. Het boek is uitnemend geschikt voor 
eigen studie. 


A. WesrerHorF. Het examen Wiskunde L.O. 2e deeltje, 
bevattende de examen-opgaven van de jaren 1904—1908, 
benevens 200 vragen van mondelinge examens. 

Culemborg, Blom en Olivierse, 1909. f 0.75. 

Beginnend met een lijst van studieboeken (voor welke ook 
verwezen wordt naar het le deeltje) volgen de opgaven voor 
1904— 1908, dan een aantal formules voor algebra, planimetrie, 
stereometrie en driehoeksmeting, daarna de antwoorden der 
examen-opgaven 1891—1908 van het le en 2e deeltje, 
verder verslagen van mondelinge examens 1904—1908, 
nog 200 vragen over planimetrie, algebra, stereometrie en 
goniometrie opgaven ter bestudeering en lezing van stukjes 
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uit „de Vriend der Wiskunde” 1904—1908, en uit het 
Supplement 1904—1908, en ten slotte eenige opgaven van 
schriftelijke examens in Ned. Indië, en eenige van vroegere 
examens. Voor hen, die de acte L.O. willen behalen, dus 
een zeer bruikbaar boekje. 


Dr. H. J. Oosting. Inleiding tot de technische thermo- 
dynamica. Helder. C. de Boer Jr. 1909. 170 bladz. 

In onze taal ontbrak nog steeds een boek over de 
warmteleer, en dit boek vult dus zeer zeker een leemte 
aan. Vooral voor studeerenden te Delft, die zooveel met 
de technische warmteleer te maken hebben, is het een 
welkome aanwinst. Zeer terecht verlangt de schrijver eenige 
kennis der diff. en int. rekening, terwijl hij onderstelt, dat 
de lezer een H.B.S. cursus in natuurkunde dvorloopen heeft 
(Met de leerlingen aan het Kon. Instituut voor de Marine, 
voor wie het boek bestemd is, is dit het geval). 

Voor zulken lezer is het boek zeer geschikt door de 
duidelijke uiteenzetting. Voortdurend worden getallen ge- 
noemd, zoodat de lezer steeds vasten grond heeft, en niet 
met lettercoëfficienten behoeft te schermen, waarvan hij 
de grootte niet beseft. | 

Beginnende met de gaswet (uitzettingscoöfficiënten, pv- 
diagram), bespreekt schrijver het wezen der warmte; en 
dan le en 2e hoofdwet. De practische constructie voor een 
adiabaat uit Nature is hierbij opgenomen; bij de 2e wet 
houdt schrijver zich aan het beginsel van Clausius, en 
spreekt niet over een perpetuum mobile van eerste en 
tweede soort. Aan „dampen” is een zeer groote plaats 
gegeven, terwijl de toepassingen: het kringproces bij de 
stoommachine, verbrandingsmotoren, koelmachines, het 
vloeibaar maken van gassen, vrij kort behandeld zijn, 
zooals in een leiding niet anders verwacht kan worden. 
Evenzoo is over niet-omkeerbare processen weinig gezegd. 
De bewerking is geheel afwijkend van het hierna volgende 
boek, dat tegelijkertijd door de red. ontvangen werd. 


R. BronpLor. Introduction à l'étude de la thermodyna- 
migue. 2e° édition, entièrement refondue. 122 bladz. Paris, 
Gauthier-Villars. 1909. 

Evenals het hiervoor vermelde boek, is dit eveneens 
zeer duidelijk geschreven door een leeraar. De eerste druk 
is 10 jaren gebruikt, en aangevuld en verbeterd volgens. 
de in dien tijd opgedane ervaring. Geheel in afwijking met 
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het voorgaande boek worden zoo goed als geen getallen- 
waarden gegeven. 

Schrijver begint met de gelijkwaardigheid van warmte 
en arbeid, de proeven van Joule, Hirn, Violle omtrent 
omzetting van arbeid in warmte; bespreekt uitwendigen 
arbeid; vermeldt even de graphische voorstelling van een 
kringproces, en daarbij den indicateur van Watt; dan de 
proeven van Hirn omtrent omzetting van warmte in arbeid. 
Daarna wordt het beginsel van de geliĳjkwaardigheid op 
twee wijzen geformuleerd, en wordt nader over de graphische 
voorstellingen gesproken. 

Het tweede hoofdstuk behandelt de gassen : wet van Joule, 
adiabatische uitzetting, methode van Clément en Désormes 
_ voor bepaling der verhouding der 2 soort. warmte-coëff., 
proeven van Joule en Kelvin over uitstroomen van gassen. 

In het derde hoofdstuk komt de 2e wet ter sprake, 
waarbij Carnot gevolgd is. Eerst wordt de wet besproken; 
daarna komt de wiskundige uitdrukking, die tot de ver- 
gelijking van Clausius leidt. 

De toepassingen beginnen met de afleiding der verge- 
lijkingen van Clapeyron; en hun aanwending bij de ver- 
damping, smelting en stolling, samendrukking van vloei- 
stoffen; verder wordt behandeld: uitrekking een staaf; 
soortelijk warmte van verzadigde damp; entropie; korte 
mededeeling stoommachines en andere motoren. 

Een volgend hoofdstuk bespreekt de energie, met toepassing 
op de thermochemie; in een paar aanhangels wordt ge- 
sproken over de differentiaal uitdrukking die in de warmteleer 
optreedt. Alies is zeer in ’t kort besproken. 


HENRI Poincaré. Biographie, Bibliographie analytique des 
écrits par Ernest Lebon. Paris, Gauthier—Villars 1909. 
80 bladz. 

Onder den titel „Savants du Jour” is een levensschets 
verschenen van Poincaré, met portret. In een uittreksel 
van het antwoord aan P. door den directeur der fransche 
Academie na P's intreerede verkrijgt men een overzicht 
van den levensloop van P. Daarop volgt een vermelding 
van titels, prijzen, eerelidmaatschappen en decoraties. 

Na een uittreksel van het rapport waarbij aan P. de 
Bolyai-prijs werd toegekend, volgt een opsomming der 
werken van P. over Analyse, en na een uittreksel van de 
rede, waarbij aan P. de medaille van de Koninklijke 
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Astronomische Ver. te Londen werd toegekend, een 
opsomming der werken betreffende mechanica. 

„Een ander gedeelte van vermeld rapport wordt gevolgd 
door de lijst van werken over wiskundige natuurkunde, 
en een bespreking van P's werk: Science et méthode, wordt 
gevolgd door een lijst van zijn werken op philosophisch 
gebied. Ten slotte volgt een opgave van redevoeringen 
betreffend overledenen, en van werken van verschillenden 
aard. 

Het boek is gedrukt op hollandsch papier. 


Beginselen der Beschrijvende Meetkunde door W.J. Hevy- 
DEMAN, Leeraar aan de Technische School te Amsterdam. 
Uitgegeven door de wed. J. Ahrend & Zoon te Amsterdam. 
f_ 5.60 

Te veel gevende om als schoolboek voor de H.B.S. te 
kunnen dienen, zal vermoedelijk dit boek zijn weg wel 
vinden bij studeerenden aan technische inrichtingen, en 
voor acten, als zijnde beknopt in den tekst en duidelijk in 
de teekeningen. De inrichting: de platen naast den tekst, 
is zeer goed; de figuren zijn sprekend. Schr. bespreekt eerst 
punt, lijn en vlak met twee projectie-vlakken, en daarna 
nog eens met drie vlakken. 

Aan de meeste figuren gaan stereometrische afbeeldingen 
vooraf. Omtrent de volgorde der verschillende onderwerpen 
kan men van meening verschillen; omdat de beschrijvende 
meetkunde feitelijk een verzameling is van een aantal con- 
structies, die men in willekeurige opeenvolging kan plaat- 
sen, zullen er vermoedelijk evenveel opvattingen zijn als 
leeraren in dit vak. 

De eerste 80 bladzijden bevatten datgene wat voor een 
Hoogere Burgerschool geschikt is. Daarna volgen nog 55 
bladz. conctructies omtrent omwentelingsoppervlakken met 
enkele mededeelingen omtrent kromme lijnen, in ’t bijzon- 
der de ellips en andere constructies. Men vindt behandeld: 
een willekeurig omwentelingoppervlak met meridiaan-door- 
sneden; een hyperboloïde (met de afleiding der analytische 
vergelijking); projecties van kegel, cilinder, bol; doorsneden 
van een kegel en een cilinder met een plat vlak; omwen- 
teling van een kegel- en cilindermantel; doorsneden van 
een willekeurig omwentelingslichaam met een plat vlak; 
kegelsneden; doorsneden van een bol met een vlak; snij- 
punten van een oppervlak met een rechte; doordringing 
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van lichamen; raakvlakken; regeloppervlakken; schaduw. 
Van het schroefvlak zijn eenige afbeeldingen gegeven. Aan 
het eind zijn eenige voorbeelden van oplossen van werk- 
stukken besproken, en zijn honderd opgaven ter uitwerking 
geplaatst. 

Tusschen die constructies in zijn besproken (geschikt 
voor H.B.S): projecties van prisma's en pyramiden; door- 
sneden van zulke lichamen met een plat vlak; projecties 
van viervlak, fachtvlak, kubus; de drievlakshoek ; projecties 
van regelmatig twaalfvlak en twintigvlak; ontwikkeling 
van pyramide en prismamantel; doordringing van pyrami- 
den en prisma’s. Bod VAES, 


J. VersSLUYS. Meetkunde der Kegelsneden. Amsterdam 
1909. f 1.— 

Aan de meetkundige behandeling der kegelsneden wordt 
in onze leerboeken weinig gedaan, dit is wel te betreuren, 
daar deze dikwijls zooveel inzicht geeft. 

In het buitenland, met name in Engeland, heeft men 
getracht deze leemte der rechtzinnig-analytische leerboeken 
door afzonderlijke werken aan te vullen. Vergelijkt men 
het boekje van den heer Versluys met de Geometrical 
Coniecs van Milne and Davis of van C. Smith, 
dan winnen deze laatsten het zeker door hunne talrijke 
vraagstukken, die als toepassing opgegeven worden, wat 
bij het bestudeeren veel waard is. Het Duitsche boekje 
van Schlotke: „Die Kegelschnitte geeft daarentegen 
weer veel meer constructies. Het boekje van den heer 
Versluys staat tusschen beiden in; het is een handig en 
goedkoop leerboekje. 

Misschien zou het aanbeveling verdienen tusschen haakjes 
telkens te vermelden aan wie wij de kennis der verschillende 
eigenschappen te danken hebben. 

De schrijver stelt zich voor ook nog een meetkundige 
behandeling te doen verschijnen van spiralen, cycloïdes, 
enz. Hiernaar zal wel verlangend worden uitgezien, want 
met een beknopt werkje hierover zouden wij het buitenland 
voor zijn. 


Jorn. Wis, Th. D. Easy Methods of constructing the 
Various types of Magic Squares and Magic Cubes, with 
symmetrie designs founded thereon. 

Percy Lund, Humphries & Co., Bradford & London. 4°, 
255 bladz. 1909. 


Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 12 
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Sommige onderwerpen uit de rekenkunde zijn gevaarlijk; 
in hoofdzaak die waarbij slechts rangschikking van getallen 
noodig is. 

Wie meent ze onder den knie te hebben, is voor geruimen 
tijd hun gevangene; wie zich op hun gebied begeeft, loopt 
groot gevaar te worden medegesleept, om maanden lang 
voortdurend al zijn denkvermogen te gebruiken voor het 
uitwerken van een enkel vraagstuk. 

Zulk een onderwerp is het „toovervierkant”. Dit is 
vrijwel onuitputtelijk, want elke schrijver slaat nieuwe 
wegen in, en komt tot nieuwe uitkomsten. Groote wis- 
kundige kennis is geen vereischte, want het doel is slechts 
het plaatsen van getallen in een vierkant, zoodanig dat 
in alle rijen, in alle kolommen en in de diagonalen de som 
der getallen even groot is. De ontwerper heeft echter eigen- 
schappen noodig, misschien overeenkomend met die van 
een schaakspeler. Kan het bericht waar zijn, dat het 
toovervierkant van 8 (d.i. van 9 getallen in een vierkant) 
zijn oorsprong vindt in het gebruik van een vierkant 
kistje met 9 afdeelingen, waarin voorwerpen om te tellen 
werden bewaard, en dat slechts in evenwicht was als de 
verdeeling der voorwerpen zóó was als het toovervierkant 


aangeeft ? 
Of moet — zooals de schrijver van het te bespreken 
boek herinnert — de samenstelling der Cashmire shawls 


aanleiding hebben gegeven tot de studie der toovervierkan- 
ten? Mogelijk hebben de Indiërs meer gebruik er van ge- 
maakt dan ons nu bekend is. 

De schr. merkt op, dat door nieuwere schrijvers niet 
zoo zeer de samenstelling der vierkanten hoofdzaak wordt 
geacht, dan wel de bepaling van het aantal vierkanten, 
dat bij een gegeven verdeeling mogelijk is; en hij bepaalt 
dan ook telkens zulke aantallen, die soms zoo groot wor- 
den, dat de schrijver om een voorstelling er van te geven 
het aantal jaren berekent, dat een lichtstraal zou noodig 
hebben om de ribbe van een cubus te doorloopen, waarin 
alle vierkanten verpakt waren tot een aantal van 1000 per 
kubieke millimeter. Uitgaande van een rangschikking der 
getallen in natuurlijke volgorde in een oneven vierkant 
(d. w.z. met 3, 5, 7 enz getallen in elke zijde) vormt de 
schr. een toovervierkant, waarvan hij variaties afleidt; 
daarvoor heeft hij als hulpmiddel een notatie van kolom- 
men en rijen door letters. | 


Wie 


Na de vermelding van vierkanten met een centraal vier- 
kant (nucleus), wordt het gebruik ingevoerd van een ander 
talstelsel, nl. van het vijftallig stelsel bij het vierkant van 
5, waarbij echter de 5 zelve ook nog gebruikt wordt. Daar- 
door wordt een merkwaardige regelmaat verkregen, waar- 
van veel nut wordt getrokken. Het is ondoenlijk alles te 
bespreken, waarvan in het boek gebruik of vermelding 
wordt gemaakt (de methoden van minoren en complemen- 
ten, het gebruik van een 8-puntige centrale ster, enz), 
maar de aandacht moet worden gevestigd op het hoofdstuk 
X: Cubes and Geometric Designs. Het gebruik van een 
ander talstelsel leidt onmiddelijk tot het samenstellen van 
een tooverkubus, en uit deze verkrijgt de schr. uiterst 
fraaie gekleurde mozaieken, die nu ook door hem toover 
mozaieken genoemd worden. 

Daardoor kan de sierkunst nut trekken uit de schijnbaar 
nuttelooze studie der toovervierkanten; en mogelijk kunnen 
bij verdere studie andere toepassingen worden verkregen. 

Wie het boek bestudeert, en zich laat meesleepen door 
het onderwerp, zal ongetwijfeld weder nieuwe ontdekkin- 
gen doen. 


Prof. Dr. A. WANGERIN. Theorie des Potentials und der 
Kugelfunktionen. [ Band. Sammlung Schubert LVIIL Leip- 
zig, Göschen. 1909. 

De aantrekking van twee materiëele punten onderling, 
de aantrekking welke een materieel punt ondergaat van 
een aantal andere tegelijkertijd, de aantrekking door een 
al of niet homogene massa, door een over een vlak of een 
lijn verdeelde massa, wordt afgeleid voor de Newtonsche 
aantrekking. Als toepassing volgen: de aantrekking van 
een cirkelboog op een punt buiten zijn vlak, van een 
rechtlijnig segment op een punt, van een cirkeloppervlak 
op een punt, loodrecht boven het middelpunt gelegen, van 
een door concentrische bollen begrensde massa. 

Eerst dan wordt gesproken over potentiaal, niveauvlak- 
ken en krachtlijnen waarbij een paar voorbeelden ter toe- 
lichting. Achtereenvolgens worden nu algemeene eigen- 
schappen behandeld van de potentiaal voor punten buiten, 
en voor punten van de aantrekkende massa, de tweede 
afgeleiden der potentiaal voor beide soorten punten, enz. 

Het tweede gedeelte geeft uitbreiding voor aantrekkingen 
van anderen aard dan de Newtonsche, vooreerst die welke 
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omgekeerd evenredig zijn met een willekeurige macht van 
den afstand, waarbij het lichaam gezocht wordt, dat de 
grootste aantrekking uitoefent. Daarna voert de vraag hoe 
in een #-dimensionale ruimte de aantrekking zijn moet 
om een differentiaal vergelijking te leveren, overeenkomend 
met die voor de Newtonsche aantrekking in drie dimen- 
sies, tot de logarithmische potentiaal, terwijl de beschou- 
wing van een leidsche flesch of Franklin’sche plaat aan- 
leiding geeft tot spreken over de aantrekking van dubbele 
lagen. 

Het derde gedeelte is geheel gewijd aan de potentiaal en 
de aantrekking van homogene ellipsoïden, waarbij ook de 
evenwichtsfiguren van draaiende vloeistofmassa’s besproken 
worden. 


Wiskundige hoofdstukken, dienende als noodzakelijke in- 
leiding tot de differentiaal- en integraalrekening voor den 
technicus, die de hoogere wiskunde door zelfstudie wil leeren, 
tevens bevattende de eigenschappen en constructies der krom- 
me lijnen en oppervlakken, welke voor den technicus van 
gewicht zijn. 

2e. Differentiaalrekening voor den technicus. 

3e. Integraalrekening 5 Á 5 

Deze boeken zijn genoemd: Deel 1, [IT en III van de 
Wiskundige Bibliotheek voor den Technicus (Deel IV be- 
handelt Vlakke Driehoeksmeting). 

Door W.J. Heydeman, Leeraar aan de Technische School 
te Amsterdam, uitgegeven door Wed. J. Ahrend & Zoon, 
Amsterdam, 1909. Prijs: le. f2.25, 2e. f 1:80, 8e. / 1:60: 

Zooals de titel van het le. boek reeds aanduidt, dient 
dit als inleiding van de twee andere. 

Men kan zeer verschillend oordeelen over het nut van 
een uitgebreide studie der hoogere wiskunde voor den tech- 
nicus, niet-ingenieur. Zeer zeker is het wenselijk, dat 
ieder, die de lagere wiskunde geheel doorloopen heeft, ook 
een inzicht verkrijgt in de beginselen der hoogere wiskunde 
maar het is de vraag hoever men daarin moet gaan. 

De dikke boekwerken, die aan de Universiteiten (te Delft 
en elders) bestudeerd worden, zijn geheel ongeschikt voor 
hen, die niet een paar jaar kunnen besteden aan differen- 
tiaal- en integraalrekening en analytische meetkunde, zij 
bevatten veel te veel, wat voor den wiskundige van groot 
belang, maar voor den practicus ballast is. De vraagis nu, 
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wat moet men uit den inhoud van die werken weglaten, 
en wat moet men behouden om een boek te verkrijgen, 
dat door den niet-ingenieur kan worden gebruikt, zoodanig 
dat hij er nut van heeft in zijn betrekking. In hoofdzaak 
komt dit neer op de vraag, wat hij noodig heeft om tech- 
nische tijdschrfften, waarin van hoogere wiskunde gebruik 
wordt gemaakt, met niet te veel inspanniug te kunnen 
lezen. 

Geeft nu den heer H. te veel of te weinig? Het komt 
mij voor, te veel. Er zijn een groot aantal kromme lijnen 
en oppervlakken besproken, die den niet-wiskundig aange- 
legden technicus in ’t minst geen belang zullen inboezemen, 
en hem ook nimmer te pas zullen komen. Het le boek 
willekeurig opslaande vindt men: Gevraagd een schets van 
de elliptische en hyperbolische paraboloïden, van de beide 
hyperboloïden; de vergelijking van de wig van Wallis; de 
astroïide, de versiera, enz. Ongetwijfeld hebben zulke 
oppervlakken en lijnen veel aantrekkelijks voor wie van 
wiskunde, en in het bijzonder van meetkunde, houdt, 
maar het is zeer te betwijfelen of de gemiddelde technicus 
aan de studie er van eenigen tijd zal willen wijden. Ver- 
moedelijk zal de heer H. aan de Technische School te 
Amsterdam slechts een klein — zeer klein — gedeelte van zijn 
boeken kunnen behandelen, en niet velen zijner leerlingen 
zullen uit eigen beweging de boeken geheel doorwerken. 

Met dit oordeel is allerminst bedoeld om den arbeid van 
den heer H. in ongunstig daglicht te plaatsen. Integendeel 
moet zijn arbeid zeer gewaardeerd worden, hoewel feitelijk 
over het doel is heengeschoten. 

Het is zeer waarschijnlijk, dat de drie boeken terecht 
komen op den schrijftafel van vele ingenieurs, om in voor- 
komende gevallen even te worden ingezien. Immers kan 
de ingenieur in de practijk veelal niet den tijd er aan 
geven om een of ander onderwerp na te slaan in de uit- 
gebreide studiewerken, en de beknoptere boeken van den 
heer H. zullen hem welkom zijn, omdat hij vlugger er 
mede kan werken. 

Ook zal een leeraar, die nog eens een kort overzicht 
wil hebben van een of ander onderwerp, er nut van kun- 
nen hebben. 

Voor den werkmeester, opzichter of ontwikkelden werk- 
man gaan de werken — in ’t algemeen genomen — te ver 
en te diep, terwijl ze tegelijkertijd te beknopt zijn, 
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Te vlug voor een beginner wordt in deel I gesproken 
over de vergelijking eener kromme lijn; wie ooit getracht 
heeft aan een jong mensch duidelijk te maken, wat daar- 
mede bedoeld wordt, weet dat dit niet zoo ineens gaat, 
maar dat het begrip eerst verkregen wordt, nadat een aan: 
tal vergelijkingen in teekening zijn gebracht. Van de mede- 
deeling, dat y= f(x) een explicite vorm en F (xy) =o een 
iplicite vorm is, zal iemand, zonder kennis op dat gebied, 
niets begrijpen. 

Vergelijkt men het aantal bladzijden, dat besteed is aan 
wat men het begin der analytische meetkunde zou kunnen 
noemen met grootere werken, dan ziet men, dat te veel 
vertrouwd is op het bevattingsvermogen van den lezer. 
lemand die de besproken zaken op de schoolbanken of 
door andere lessen geleerd heeft, kan in het boek van den 
heer H. zeer zeker nog eens beknopt terugvinden, wat hij 
reeds weet; om het bekende nog weder te herhalen, en de 
herinnering er van op te frisschen, is het boek zeer bruikbaar. 

Nuttig is het telkens gegeven voorschrift: „Schets de 
kromme .. . …” Daarbij staan kromme lijnen, die voor de 
praktijk van direct nut zijn (bijv. de gedempte sinussoïde) 
tusschen ander, waarvan de toepassingen niet dadelijk in 
het oog vallen. 


Jurius Hoon. Leerboek voor zelfonderricht in Projectie 
teekenen, benevens de elementen der perspectief (met 141 
figuren in den tekst). Naar de derde Duitsche uitgave voor 
Nederland bewerkt door J. M. Kleiboer, Wertuigkundige. 
Doetinchem, Nederl. Drukkers- en Uitgevers-Maatschappij 
„OC Misset: 1910.8° 189sbladz. 

Het Duitsche boekje zal aan leeraren in lijnteekenen wel 
bekend zijn; de vertaling zal ongetwijfeld ook wel meer 
dan één druk beleven. De stof is ingedeeld in korte 
paragrafen, sommige van weinige regels, wat voor de 
studie zeer gemakkelijk is. Het boekje begint met opmer- 
kingen omtrent doel en nut van de projectieleer, de 
hoofdsoorten van projectie enz. Dan wordt een kubus, 
prisma, pyramide, afgeknotte pyramide, cilinder, kegel, 
holle halve cilinder in verschillende standen geprojecteerd. 
waarbij telkens wenken worden gegeven, die voor den 
teekenaar van belang zijn. 

Dan een enkel samengesteld lichaam, schreef prisma, 
cilinder, scheeve pyramide (kegel). Een volgend hoofdstuk 
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bespreekt de ontwikkeling van oppervlakken, ook gebogene. 
Dan worden een prisma, en andere lichamen, gewenteld 
om een lijn; een prisma, pyramide, kegel en cilinder ge- 
sneden door een plat vlak; waarbij de kegelsneden kort 
besproken worden. Verder worden die lichamen gesneden 
door een rechte lijn, en de doorboring geteekend van twee 
rechte prisma's, prisma met pyramide, twee cilinders, twee 
kegels enz. Bij de omwentelingslichamen wordt de door- 
boring met een rechte lijn bepaald; de doorsnede van prisma 
met bol, pyramide met bol, ontwikkeling van den bol, en 
de schroefdraad besproken. 

Een afzonderlijk hoofdstuk behandelt schaduw, een ander 
— zeer beknopt — de perspectief, terwijl in enkele blad- 
zijden de scheeve projectie wordt besproken, en ten slotte 
wordt aangegeven, hoe men lijnen en vlakken in rechte 
projectie teekent. Of velen door eigen studie zich den inhoud 
kunnen eigen maken, is een open vraag, doch met eenige 
leiding en hulp bij het maken van vraagstukken, zal het 
boekje wel nut kunnen hebben voor leerlingen van ambachts-, 
en avondscholen. Hee MAM ARS 


Correspondentie. 


Hoekverdeelers. 


Naar aanleiding van het stuk onder bovenstaanden titel 
van den Hr. Dr. A. Kempe, voorkomende in afl. 8 van den 
5den “aargang van dit tijdschrift, komt het mij van be- 
lang voor te herinneren, dat in 1877 hetzelfde onderwerp 
veel eenvoudiger is behandeld door 
een anderen Kempe in een lezing, 
opgeluisterd door modellen van een 
derden Kempe, en opgenomen in het 
Engelsche tijdschrift „Nature”. Deze 
lezing is afzonderlijk uitgegeven 
onder den titel: „How to draw a 


184 


straight line; a lecture on linkages by A. B. Kempe, B. A. 
Macmillan & Co. De 
spreker herrinnert daar- 
in dat men eeuwen lang 
op gezag van Euclides 
heeft aangenomen als 
postulaat dat men een 
rechte lijn kan trek- 
ken, hetgeen niet waar 
was, als men er niet 
reeds een hadsisl 
kan men met een touw- 
Fie. 2. tje of een passer een- 
cirkel trekken, door 
dit is geheel iets anders dan een rechte lijn trekken langs 
een liniaal, die recht is. Nu geeft hij een eenvoudig toe- 
stelletje om echt een rechte lijn te trekken, zie fig. 1. () 
Verder heeft men sedert Euclides beweerd „dat men langs 
meetkundigen weg niet een hoek in drie gelijke deelen kan 
verdeelen. Bedoelt men hiermede alleen met liniaal en 
passer, dan is het waar, maar overigens is het vraag- 
stuk zelfs voor een willekeurig aantal deelen heel gemak- 
kelijk op te lossen met bijgaand toestelletje. Zie fig. 2. 
De spreker bedoelt de toestelletjes welke ieder, die plani- 
metrie kent, gemakkelijk kan verklaren, te doen vervaar- 
digen van bordpapier met klinknagels van kattesnaar, ik 
heb het eerste van hout, het tweede van zink met koperen 
pennetjes laten maken en sedert meer dan dertig jaren met 
veel succes gebruikt bij mijn lessen aan de H.B.S. en 
B. A.S.; de jongens maakten ze na. | 
Tiel. L. VAN ZANTEN Jzn. 


(Fig. 1 is de ruit van Peaucellier, bedoeld in W. T. 
jaargang, bladz. 138). Red. 


Omtrent het op bladz. 144 vermelde boekje FLORIS JANSEN, 
De Cirkelquadratuur bij de Grieken (Hippokrates van 
Chios. Archimedes van Syrakuse). het volgende: 


1) Bij A is in plaats van een pennetje (aan beiden kanten geklonken) 
een opening, waardoor een dun potlood wordt gestoken, dat de rechte 
lijn AB beschrijft als men den toestel laat draaien om de pennetjes, 
die als assen in C en D op een plankje zijn bevestigd. 
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Eudemos van Rhodos (— 400), de Cantor van zijn tijd, 
heeft in zijne Geschmedenis der Wiskunde meegedeeld, wat 
Hippokrates (— 440) van de cirkelquadratuur gevonden 
had door middel zijner bekende maantjes. Het werk van 
Eudemos werd weder voor een gedeelte opgenomen in de 
geschriften van Simplicius (+ 600) en is zoodoende bij ons 
bekend. Dit fragment, dat zeer belangrijk is voor de ken- 
nis der voor-Euclidische meetkunde heeft in de laatste jaren 
zeer de aandacht getrokken van beoefenaren der geschiedenis 
der wiskunde. Audio gaf het in 7907 uit als: Der Bericht 
des Simplicius über die Quadraturen des Autiphon und des 
Hippocrates, een boekje, dat Jansen in zijne anders zoo 
volledige bibliographie niet noemt. Dit heeft ten gevolge, 
dat de schr. Audio kapittelt over een meening, waarvan 
de Zwitsersche geleerde reeds teruggekomen is. Het werkje 
van Rudio heeft voor, dat het ook den Griekschen tekst 
geeft; het boekje van Jansen daarentegen bevat meer aan- 
teekeningen en is veel goedkooper. 

Het kan den lezer een denkbeeld geven van de moeilijk- 
heden, die de lezing van zulk een oud fragment oplevert 
en hem overtuigen, welk gemak de invoering van het al- 
gebraisch schrift ons verschaft heeft. 

Mocht de schr. nog andere klassieken willen uitgeven: 
zouden dan vaderlandsche werken niet in de eerste plaats 
zijn aandacht verdienen? Zouden hier een vertaling van 
Snels Cyclometricus en van Huygens’ De circuliì magnitudine 
inventa in moderne notatie niet nog meer gelezen worden 
dan de fragmenten van Simplicius? 

De hr. Jansen kondigt nu reeds aan een nieuw werkje 
over „de transcendente lijnen der Grieken”. Nu aan een 
eenvoudig geschrift over dit onderwerp is wel behoefte. 


Naar aanleiding van de Correspondentie op blz. 78, deel 


| 2 45 
ik U mede dat de constructie # (83 +5) == zel 
voorkomt in den tekst van: Beginselen der Meetkunde van 
Wesschlömilch. wertaling, van, Dr.H. -Onnen, (Sneek. 
v. Druten 1877) op blz. 204 van deel 1. 

Bellingwolde. G. Tammel. 
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VRAAGSTUKKEN. 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 September 1910. Niewwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing, en elke meuwe opgave een afzonderlijk 
vel papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel 
moeite besparen door: 

le onder ellee opgave hun naam en woonplaats te schrijven, 
dan een ruimte van 6 of 8 c.M. open te laten; j 

Ze daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: 
oplossing van .…..; | 

3e boven de oplossing te schrijven: (Met .….fig.) als dit 
het geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te 
voegen, elle voorzien van naam en volgnwmmer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door de handelen volgens Ze en 3e. 


296. p(x) is een functie van de reëele veranderlijke x, 
en doorloopend voor iedere waarde van deze veranderlijke... 

De absolute waarde van de afgeleide pl(x) is voor iedere 
waarde van x kleiner dan een grootheid Kk, die kleiner is 
dan de eenheid. 

Men vormt de reeks 
CEO re In == P(An—1), Waarin Ao een 
willekeurig gekozen reëele grootheid is. 

Men vraagt te bewijzen dat: 

1° De vergelijking z— p(x)=o één en niet meer dan 
één reëele wortel A heeft. 

2° x„ nadert tot de wortel A, wanneer „ oneindig groot 
wordt. (Briot et Bouquet.) 

Middelburg. Mej. Jo BLEEKER. 


297. Men beschouwt in de ruimte de rechten (D), be- 
paald door de vergelijkingen x —= uz —v, y — (US — 2UV) 2 — 
— vu? —v), waarin 4 en v twee parameters zijn. 

Men vraagt: 

1° De meetk. plaats der rechten (D), die de Z-as snijden. 

2° Door een punt M der ruimte gaan in ’t algemeen 
twee rechten (D). Er bestaat echter een kromme (C), door 


al 
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welker punten een oneindig aantal rechten (D) gaan, men 
vraagt de vergelijkingen dezer kromme te bepalen. 

3’ De vergelijking te bepalen van het oppervlak (S) dat 
de meetk. plaats is, der middens van de rechten, die 
twee punten der kromme (C) verbinden, en indien gegeven 
zijn de coordinaten x=, #2 van een punt Mo ge- 
legen op het oppervlak (S) buiten de kromme (C), te 
bepalen de twee rechten gaande door dat punt en na te 
gaan, door de ligging van de projectie van het punt M‚ in 
het XO Z-vlak te beschouwen, of de rechten (D) gaande 
door dat punt M‚ de kromme (C) ontmoeten in reëele of 
imaginaire punten. 

4° Door de kromme (C) en een punt M daarbuiten ge- 
legen kan men een oppervlak van den 2en graad brengen; 
gevraagd wordt de aard van dit oppervlak, 1° voor het 
geval dat de rechten (D) gaande door M reëel zijn, en 2° 
voor het geval dat ze imaginair zijn. 

(Briot et Bouquet). Mej. Jo BLEEKER 


298. In den drievlakkenhoek een lijn trekken zóo dat 
de tangenten der hoeken tusschen die lijn en de ribben 
zich verhouden als de cotangenten van de overstaande zijden. 

’s Hertogenbosch. Cr A Crkor. 


299. Voor een vierhoek met een inspringenden hoek het 
punt bepalen waarvoor de som der afstanden tot de hoek- 
punten een minimum is. OAT: 


300. De m. pl. van de middelpunten der vierkanten, 
waarvan drie zijden door drie vaste punten gaan, is een 
cirkel. Bepaal het maximum- en het minimum-vierkant. 
(De bedoeling is dat de verlengden, ook door de gegeven 
punten mogen gaan). C. A. Crkor. 


301. De vier zijden van een rechthoek moeten ieder door 
een gegeven punt gaan; van al de rechthoeken, die daar- 
aan voldoen, het grootste en het kleinste bepalen. 

C. A. Crkor. 


302. Op een hellend vlak ligt een balk van vierkante 
doorsnede, waartegen een cilindrische balk rust. Beide 
balken zijn even zwaar en liggen met de as loodrecht op 
de lijn van grootste helling. De wrijvingscoëfficiënt tusschen 
de balken en het vlak en de balken onderling —= f. Ge- 
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vraagd de beweging dezer lichamen als zij omlaag glijden. 
Rollende wrijving te verwaarloozen. 
Rotterdam. J. v. Roon. 


303. In geheele getallen de afmetingen te bepalen van 
een rechthoekig parallelepipedum, waarvan het geraamte 
(= de som der ribben) evenveel lengteëenheden bevat als 
de inhoud ruimteëenheden. 

Bokstel. H. G. A. VERKAART. 


504, In geheele getallen de afmetingen te bepalen van 
een rechthoekig parallelepipedum, waarvan de oppervlakte 
evenveel vlakteëenheden bevat als de inhoud ruimteëenheden. 

H. G. A. VERKAART. 


505. In geheele getallen de afmetingen te bepalen van 
een rechthoekig parallelepipedum, waarvan het geraamte 
evenveel lengteëenheden bevat als de oppervlakte vlakte- 
ëenheden. H. G. A. VERKAART. 


506. Bewijs, dat het niet mogelijk is in meetbare ot 
onmeetbare getallen de ribben van een rechthoekig paralle- 
lepipedum zoo te bepalen, dat de oppervlakte, de inhoud 
en het geraamte door hetzelfde reëele getal worden uit- 


gedrukt. H. G. A. VERKAART. 
307. Bewijs dat costa X costa X COS TEaX eee 
2sintae 
nadert tot en 
Rotterdam. F.J. rvs 
308. Gegeven een reeks, waarvan u == gn, 2 is 


complex —=x Jy. Men vraagt die deelen van het xy-vlak 
te bepalen, waarvoor de reeks. convergeert. 


2 
'‘tZelfde voor de reeksen, waarvan u, == EE en 
(1 + 2) 
Ge en 
(Ld 2) 
Nijmegen. J. J. Westendorp. 


309. 1°. Déterminer lintégrale générale de l'équation 
différentielle 


dy __ > @y dy DO 
EE Ne 5 Tort gts 7. 
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2%, Cette intégrale générale étant considérée comme 
Péquation d'une courbe plane, déterminer les valeurs des 
constantes arbitraires de facon que cette courbe passe par 
WERO et Har, Y'=0, et que ce 
deux points elle soit tangente à l'axe des z. 

8°. Calculer laire comprise entre l'axe des x et la 
branche de courbe obtenue entre les deux points donnés 
d'abscisses 0 et r. 

(Certificats de Mathématiques générales. Montpellier 1907). 

| J. J. C. WESTENDORP. 


810. nn te bewijzen: 


1 1 1 
oi ER (ou mt Mn, 
21 
u ACS CEN 


J. J. C. WESTENDORP. 


Vraag en Antwoord, 


Vraag 34. Kan een der lezers mij ook helpen aan de 

oplossing van ’t volgende vraagstuk uit Lobatto blz. 306 N°. 6 

Toon aan, dat als a,, 49... a, de wortels zijn der ver- 
gelijking F(x) = o, men heeft: 
a, 

en 0 + en ES J.H Fa) =— den coöfficient van 


LRL on den teller der breuk, die men overhoudt bij 


deeling van xl” door F(x), wanneer K >n— 1. Hierbij K 

pos. geheel. 
N, 0. 

Antwoord. 

Gegeven: dj, Ag, dz... A, zijn de wortels van F(x) = 
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a ak | SI 
Gevraagd: de waarde van Ea) al CS J- …. VOOG 
Ì haet 
Oplossing. 


Volgens Lob.Rah. heeft men, als de graad van den telle: 
lager is 


is dan dien van den noemer, dus in de beide eerste 
gevallen 


k 
L 


@—a) as) @-as) … 


_afra) ela) 


se a) LU L—dg TR 
Sommeert men het 2de lid, dan komt er 


a, 
me ie nen da)(@—d3).  (@—d,) + ee ee Fa d)(w—a3)@—a,). (Wa) + ENZ. 


k k k 
n—l 471 45 4) | n—? k 
== U 7 A7 Pe TEN Jh DE ete =L « 
F(a,) ag F (ao) ae Ei (a) ra 
Is dus k<n— 1, dan moet de coëfficiënt van #_ nul zijn. 
k=an—l, 
» » 


n A een 
Is echter Kk > n — 1. dan St de Do enstaande splitsing 
niet op en we zullen dus voor dat geval een andere moeten 
k 
. 6 
zoeken; nu is (voor k minstens 
(aai) (da). (Hd) 
gelijk 7) te ontwikkelen in p (x) + we) 


(L—Oj) . (2— A9) (XA — A3). 


Ee (ea) 
waarbij w DE van lageren graad dan de noemer. 
a JN JN 
Dus 7 Ô . 
(2 —a,) (2—do) … (a) me B rn L— Ag dn L—U3 in 
k F (a F(x 
of 2 =p (x)(a—ar) (a—ay) .…. + Al re) )_ ie A5 Ee +. 
k 
k F'(a a 
Voor x == a, heeft men a,“ = A; d ) zoodat A; = Fa) 
ag ded 
en evenzoo A= = 


is Às = nx ENZ. 
EE PA) 
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Men vindt alzoo: 


k ei kli 
KE Fr Ea $2/F'(as) 
4 sE 
(— A) (A — Ap) (LL — 0) mk en Je & — Ag zen 
De som der laatste breuken, en nà g(x) is dus 
, ok | / dale) / 
we) Ee (E (a) 4e ge E (a) 
(@ — 4) (A — 4) (& — A5) …… @— 4) L— 4 CH L— Ay 
Vermenigvuldigt men nu beide leden met F(x), dan heeft men 
k 
—Ì n=? n—Ì a 
x= Pr” p ih (: l ) bad: 
zoodat Deeper P, WIJDENES. 


F'(a,) 

Vraag 35. Wat is een Knoopkromme, waarvan sprake is 
in het tweede vraagstuk Axonometrie, Delft 1908—1909. 
Tweede Studiejaar, luidende: : 

Bepaal den schijnbaren omtrek van een lichaam, dat 

begrensd wordt door twee ongelijke cirkels, waarvan de 
één in XOY en de ander in ZOZ ligt, en door een regel- 
vlak, dat deze cirkels tot richtkrommen en YOZ tot richt- 
vlak heeft. Teeken ook de knoopkromme van dit regelvlak 
en construeer in een punt dier kromme haar raaklijn. 

S. te 's-Cr. 

Antwoord. Blijkbaar is de strictielijn bedoeld. 


Vraag 86. Is de oplossing van het vraagstuk van Apol- 
lonius voor de ruimte reeds gevonden ? Ignotus te D. 


Antwoord. Ja en wel door Euler in de Mém. de Acad. 
de st, Petersbourg. T. IT. 1807, Q. 


Vraag 387. In de Bull. de Math. El. 1910 blz. 182 
wordt de stelling: de raaklijnen uit eenig punt aan een 
kegelsnede getrokken, maken gelijke hoeken met de voer- 
stralen naar de brandpunten — théorème de Poncelet ge- 
noemd. Met welk recht? Vote. 


Antwoord. Ten onrechte. Zij komt reeds voor bij Apol- 
lonius, III. 45. 


Vraag 88. Waar vind ik een behandeling van de half- 
regelmatige lichamen ? Ignotus te P. 


Antwoord. O.a. in het werkje Polyhedrons van den 
Indischen wiskundige Sundara Row. Trichinopoly. 1909. Q. 
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Nieuw verschenen werken. 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgave van Methuen d& Co., London. 


W.J. DOBBS. Examples in Elementary Mechanics 1909. 
5 sh. 


Uitgave van de Imprimerie de U Université, Coïmbre, Portugal. 


Rodolphe Guimaraes. Les Mathématigues en Portugal. 
Deuxième Edition. 1909. 


Uitgaven van P., Noordhoff, Groningen. 


W. H. WISSELINK. Vraagstukken ter Oefening in de 
Meetkunde (voor eerstbeginnenden). Eerste stukje, 14e 
herziene druk, 1910. f 0.30. 


— —. Vraagstukken ter oefening in de algebra, le stukje, 
16e verbeterde druk, 1910. f 0.50. 

P. WIJDENES en Dr. DE LANGE. Antwoorden op het 
eerste stukje van het Rekenboek voor de Hoogere Burger- 
school. Uitsluitend voor leeraren verkrijgbaar 1909 f 0.25. 


— —. Rekenboek voor de Hoogere Burgerschool. 2e stukje. 
1910. Gec. f 1.— 


Uitgaven van C. A. J. v. Dishoeck, Bussum. 


J. PEPER. Zelf denken en doen. Rekenboek voor de hoog: 
ste klasse der lagere school, vervolgklassen, herhalings- 
scholen, ambachtsscholen en andere inrichtingen voor 
voortgezet onderwijs 1910. 

Voorlooper f 0.80. Eerste stukje f 0.30. Tweede stukje 
f 0.30. Voorwoord en antwoorden bij Voorlooper, 1e en 
2e stukje, elk f 0.05. Derde stukje, Elementair Handels- 
rekenen, f 0.75. Voorwoord en antwoorden bij 3e 
stukje, f 0.15: | 


Uitgave van El. D. Tjeenk Willink, Zwolle. 


L. BOUMAN Jz. De beginselen der Algebra. Eerste deel. 
Derde geheel herziene druk. 1910. f 1— 
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Het onevene dubbel-toovervierkant van Stifel 


DOOR 


R. H. F. SIKKES, (velp). 


(Vervolg van pag. 101, Ge jaargang). 


Ofschoon het Stifel’sche vierkant dus naar vaste regelen 
is opgebouwd, vertoont het toch groote verschillen met het 
regelmatige. — 

Vooreerst ten opzigte van de rangschikking der getallen, 
wat eigenlijk neerkomt op een uiteenrukken van de natuur- 
lijke getallenreeks, waardoor het reeds terstond het karakter 
van het regelmatige, onveranderlijke vierkant van 3 verliest. 
Men moge wel beweren, dat in het vierkant van 3 de evene 
getallen ook in slechts twee rijen voorkomen, òf in de 
beide horizontale, òf in de beide verticale; maar dit is 
toch niet als juist aan te nemen. Want in het vierkant 
van 8 komen de evene getallen” zoowel in de beide horizon- 
tale als in de beide verticale rijen van den rand in gelijk 
aantal voor, wat in het Stifel’sche vierkant niet het 
geval is. 

Als noodzakelijk gevolg daarvan vertoonen de onevene 
getallen dezelfde eigenaardigheid, daar ook zij, met uitzon- 
dering van twee, over slechts twee (de beide verticale) 
rijen zijn verdeeld, en hun aantal dus in het Stifel’sche 
vierkant in de vier rijen van den rand niet even groot is, 
zooals in het vierkant van 5. 

Nu kan men zeggen: In het vierkant van & komen: 
10. in de beide horizontale rijen alle evene getallen voor, 
en in elke der verticale rijen twee; en 20. in elke der beide 
horizontale rijen slechts één oneven getal en in de beide 
verticale rijen de overigen; — zooals ook in het vierkant 
van Stifel. Maar dat is een sophisme: 

In werkelijkheid is er eene regelmatige verdeeling van de 
evene en de onevene getallen in den rand van het vierkant 
van 8, en die is in het Stifelsche vierkant opgeheven. 


Ten gevolge daarvan komen ook de grond verschillen niet tot 
ontwikkeling in het Stifel’sche vierkant, al komen hier ook 


Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 18 
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soortgelijke verschillen voor als in het regelmatige toover- 
vierkant. 

Door de toename toch der getallen met telkens 2 (n — 1) 
bij elke omranding komt in de diagonaal AD (Fig. 2) het 
verschil 2 (n — 1) voor, omdat hier de 2 steeds het vaste 
getal is, evenals in het regelmatige vierkant de 1 in de 
horizontale middenrij &). Op gelijke wijze is het verschil in 
de diagonaal BC: 2 (n — 3), en in de horizontale en de 
verticale middenrij: 2 (n — 2). 

In het Stifel'sche vierkant hebben we dan slechts drie 
verschillen in de vier meridianen: 


10. in de diagonaal AD. . . …… 2(—i); 
20. „ „ horizontale en de verticale middenrij 2(n—2); en 
BO lire diagonaal (BO os an nt HE Seale A en 


Maar al deze verschillen houden op bij het ingeslotene 
vierkant van 8, — behalve in de verticale middenrij; deze 
rij is geheel gelijk aan de overeenkomstige rij in het regel- 
matige toovervierkant, daar zij volkomen dezelfde getallen 
bevat, en zij vertoont dus ook hetzelfde verschil?) — tot 
aan het middengetal. 


Wanneer wij de plaatsing der onevene getallen in de 
horizontale middenrij in bovengenoemden zin t) wijzigen (en 
daarmede van het Stifel’sche vierkant afwijken, of m.a. w. 
het eene „storing doen ondergaan), dan hebben we zonder 
veel moeite ook de horizontale rij volkomen gelijk aan die 
in het regelmatige toovervierkant, zoodat men alligt geneigd 
zoude zijn, in die twee vierkanten geen groot verschil te 
zien; maar toch zijn er ook nu slechts drie verschillen in 
de vier meridianen. 

Bij onze beschouwingen over het regelmatige vierkant 
hebben wij bovendien gezien, dat ter herkenning van de 
„gestoordheid” van het vierkant de hoofdgetallen in deze 
middenrijen geringe waarde hebben, omdat de band tusschen 
hen slechts los is, vooral in de horizontale middenrij, en 


1) Wanneer Stifel bij de inschrijving der onevene getallen begonnen 
was met de plaatsing van de 1 in het regter middenvlak, dan zoude 
zijne horizontale middenrij geheel gelijk geweest zijn aan die in het 
regelmatige toovervierkant, — met het verschil = 2(n— 1). Dan had- 
den deze middenrij en de diagonaal AD hetzelfde verschil. 

2) Bij het regelmatige vierkant hebben wij de vormen 2 (xn —1)_—2 
en 2(”—1l)—8 met het oog op den invloed der bijgetallen niet her- 
leid: W(n —1l) —A=An == ANn4== A(n —2). 
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niet in vergelijking kan komen met dien in de diagonalen, 
waar hunne onderlinge betrekking niet aan verstoring onder- 
hevig is. Aan de gelijkheid der eene en de mogelijke ge- 
lijkheid der andere dezer middenrijen met die in het regel- 
matige vierkant moeten wij dus niet te veel gewigt hechten. 

En wat zien we nog in dit vierkant? Dat niet alleen de 
bij het regelmatige vierkant genoemde storingen ook hier 
kunnen plaats vinden, maar dat bovendien hier de hoek- 
getallen met de andere evene getallen van plaats kunnen ver- 
wisselen, zonder dat het kenmerk van het vierkant ver- 
loren gaat. 

Immers, van de laagste zoowel als van de hoogste evene 
getallen in de bovenrij staat het kleinste in het hoekvak 
(Fig. 9), en van die in de benedenrij natuurlijk het groot- 
ste, omdat zij elkanders supplementgetallen zijn. Daaruit 
volgt dus, dat men in de bovenrij die kleinere getallen 
door een grooter kan vervangen, omdat gelijktijdig in de 
benedenrij de grootere supplementgetallen voor kleinere kun- 
nen plaats maken (Fig. 17). 

De beide horizontale rijen AC en BD ondervinden van 
die verplaatsing natuurlijk geenen in- 
vloed, daar het hier slechts geldt eene 
onderlinge verschuiving harer eigene 
getallen; evenmin worden de diago- 
nalen gestoord, omdat de supplement- 
getallen steeds tegenover elkander 
blijven; en eindelijk zal ook in de 
beide verticale rijen de som der getal- 
len dezelfde blijven, indien ren slechts 
zorg draagt, dat de som der beide 
linker hoekgetallen, — omdat de tusschen hen geplaatste 
onevene getallen hierbij geene wijziging ondergaan en hunne 
som dus niet verandert, — steeds gelijk blijve aan 27 !). 

Eene storing in den eigenlijken zin, zooals die van het 


Fig. 17. 


1) Op blz. 90 en 91 zagen wij, dat in het linker benedenvak het 
grootste der laagste getallen moet geplaatst worden, zijnde 2 n— 2, 
en dat het linker bovenvlak het getal 2 bevat; hunne som is = 21. 

Was nu eenerzijds de plaatsing der onevene getallen „en n2—n + 1 
in de horizontale rijen een noodzakelijk gevolg van de invulling der 
evene getallen, aan den anderen kant vloeit uit de plaatsing dezer 
getallen in de beneden- en bovenrij voort, dat de som der genoemde 
hoekgetallen moet zijn —= 2n. Want het is duidelijk, dat in alle vier- 
kanten de som der regter hoekgetallen C en D evenveel grooter moet 
zijn dan de som hunner supplementgetallen A en B, als de som van 
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regelmatige vierkant, kan men dit niet noemen; want 
welke de storing ook was, de diagonalen behielden daarbij 
steeds hare getallen, en de regelmatige toename der grond- 
verschillen, het eigenlijke karakter van het regelmatige 
dubbele toovervierkant, kon in de diagonalen, zoo noodig, 
steeds gemakkelijk worden hersteld. Maar eene vervanging 
der hoekgetallen door die, welke wij daar „tusschengetal- 
len” noemden, is eene verstoring, en daarbij verdwijnt het 
hier (buiten het vierkant van 3) tusschen de getallen be- 
staande verschil van 2(n— 1) in de diagonaal AD en van 
2 (n— 8) in de diagonaal BC natuurlijk onmiddelijk. 
Hiermede is dan ook het oorspronkelijke vierkant ver- 
dwenen en in zijne plaats getreden een nieuw vierkant, 
een vierkant sui generis, een „oer-vierkant”, evenals het 
oude. Overeenkomstig zijnen aard blijft het evenwel een 
Stifel’sch vierkant, want de hoekgetallen zijn hierbij steeds 
even, zoodat niet alleen de boven- en benedenrij hare evene 


de onevene getallen g en h in de linkerrij grooter is dan die van e 
en f in de regter, welke getallen als het ware door » en n2—n +1 
gescheiden worden. Immers: 


AH Bg he=0deD tet of 
(g +h) — (e+ f) = (CC + D)— (Art Bh 
3n2 — 10u + 3 2n3 3 Jdn8 


NU 8 0 he î sE 7 
Ins — 6n ns — 3n 
AT 
Se 
ed 2 am Bn En 
_ 2 ed 8_ EE Son den 
3 — 3 8 —. 4n? Bn — 4 
Ot —erD= Ef en ate 
_ nn ntAntEnd4 Ann td 
== 5 DE 


2n2 dn == d(n?— nt 1); 

dus moet ook: (C + D) — (A + B) == 2(n2 — 2n + 1) zijn. 

Daar echter A + D, en eveneens B + C = n2 +1 is, is: 

(C + D) + (A + B) == 2? + 1); 
wanneer we hiervan de zooeven verkregene formule: 
(C + D) — (A + B) = 2(n? — 2n + 1) 

aftrekken, dan hebben we: 

2(A + B)= 2(N2 + 1 nn) dn, of A + B == 2n. 
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getallen behouden, maar ook de getallen der diagonalen 
blijven steeds even, — met uitzondering natuurlijk van het 
onevene middengetal. En aangezien ook bij alle eigenlijk ge- 
zegde „storingen” de diagonalen, evenals in het regelmatige 
vierkant, hare getallen behouden (al is het ook „te zamen”), 
bewaart het Stifelsche vierkant zijn karakter zoowel bij storin- 
gen als bij verstoringen. — 

In eene berekening van het aantal storingen van een 
Stifel'sch vierkant zal ik mij hier niet verdiepen; maar ik 
wil er op wijzen, dat dit aantal bij het oorspronke- 
lijke en het nieuwe oer-vierkant kan verschillen, zooals 
men bij. onderzoek reeds bij het vierkant van 5 zal vinden. 
Alleen wil ik mij bepalen tot de mededeeling, dat het aan- 
tal vierkanten, die te zamen met het echte Stifelsche qua- 
draat de verschillende oer-vierkanten vormen, gelijk is aan 
de helft der evene getallen van eene horizontale rij, dus —= 
n—l 

2 | 
bij verstoring kan innemen. 


‚ omdat elk even getal het aangrenzende hoekvak 


Als oorzaak van dit „onverschillig evenwigt” van het 
Stifel'sche vierkant moeten wij aannemen het ontbreken 
van elken band tusschen het middengetal en de getallen 
der diagonalen. 

In dit vierkant zet zich alleen in de verticale middenrij 
het grondverschil voort, maar hier bestaat, zooals wij 
weten, de band slechts tusschen de getallen onderling. 
Evenwel, in het Stifel’sche vierkant is de verhouding tus- 
schen de getallen dezer rij toch nog inniger, dan in de 
diagonalen, waar van voortzetting der grondverschillen geen 
sprake is. 

Hoewel dus de band in de verticale middenrij tot de 
zwakken behoort in het regelmatige dubbele toovervier- 
kant, is hij hier de sterkste. Een gevolg daarvan is, dat 
de hoekgetallen spoediger (reeds in het vierkant van 5) 
hunne diagonalen kunnen verlaten en door tusschengetal- 
len worden vervangen, dan dat het middengetal van den 
rand zijne tusschenrij verlaat. Dit geschiedt eerst in het 
vierkant van 7, en, wat wel eigenaardig is, eerst bij 
een nieuw oer-vierkant van 7: m.a.w. het geschiedt ge- 
makkelijker, wanneer door verandering der hoekgetallen 
ook de reeds zwakke band in de diagonalen geheel wordt 
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opgelost, — en het vierkant daarmede als het ware uit 
elkander valt. 


Maar er is, behalve de gelijkheid der getallen in de ver- 
ticale middenrij t) nog eene opmerkelijke overeenkomst tus- 
schen beide vierkanten. Ook in het regelmatige is namelijk, 
zooals wij weten, de som der linker hoekgetallen = 2x; 
en het verschil in som van de tusschen de hoekvakken ge- 
plaatste getallen der linker en der regter rij moet dus hier 
even groot zijn als in het Stifel’sche vierkant. Inderdaad 


is (Fig. 27) in: 
Sn EER 
de rij AB: 2 edm? 2 LE 


Ohne Rena rr en Ell 

2 Ee Ds 
de rij CD: de kleinste a == 2, de grootste # =— n? — u, 
en de som van eenen tweeling dus —= n? — n + 2, of 


a, Bn? RE se ne 
aal nt!" sne —J- Bn Din 
heeg AE rel 
Eee 4n ant Ee A 

sen? a 3 An? iis 
rear SEE 5 re dn 4 


Hun verschil is dus eveneens: 
Bat 3 __ An? En 
n tf en Sn an 

In beide vierkanten is dit een gevolg van de regelmatige 
constructie en van de plaatsing van » en n? — n + 1 in 
(het midden van) de horizontale rij. 

Van de tusschengetallen staat in het regelmatige vierkant 
(Fig. 25 en 26): in de linker rij de laagste helft boven „ en 
de hoogste helft boven n2—n + 1, in de regter rij de laag- 
ste helft beneden » en de hoogste helft beneden „2 — n + 1; 
en wanneer wij nu bij die hoogste helft boven n2—n + 1 
ook het hoofdgetal „2 rekenen, en bij de laagste beneden 
n het hoofdgetal 1 (zooals toch eigenlijk het geval is), dan 


1) Ook de getallen der rij links naast de verticale middenrij zijn in 
beide vierkanten gelijk: de boven het ingesloten vierkant van 3 


staande, als voorafgaande aan n; die daar beneden, als volgende op 
nan tl. 
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— 8 


is het aantal getallen bij deze beide rubrieken: k 


Fl= 
nd! 
ni 

Wanneer wij vervolgens overwegen, dat bij de 2 (n — 1) 
laagste getallen van elk tweetal (l en 2, 3 en 4, ..... 5 
On — 3 en Zn — 2) het onevene getal het kleinst is, d. i., 
de laagste helft, en bij de 2 (n — 1) hoogste getallen daaren- 
tegen van elk tweetal (n? — An H- 3 en n? — An + 4, 
nz — 2n J 5 en n? — An H6,...... ‚ n2 — 1 en 12) 
het grootst, d.i. de hoogste helft, — dan zouden wij ook 
kunnen zeggen: Van de laagste getallen vormen al de onevene 
getallen de laagste helft, en van de hoogste getallen de hoogste. 
Met de evene getallen is juist het omgekeerde het geval. 

Ten opzigte van de plaatsing van (de evene en) de on- 
evene getallen in het Stifel’sche vierkant kunnen we ons 
dus van deze zelfde bewoordingen bedienen; en hebben we 
dan tusschen beide vierkanten de volgende merkwaardige 
overeenkomst: 

Zoowel in het Stifel'sche als in het regelmatige dubbele 
toovervierkant staan : 


Gn laagste getallen boven n,‚ en eel 


in de linker rij: 


2 2 
hoogste getallen boven n? —n + 1; 
in de regter rij: de laagste getallen beneden n, en nn 


hoogste getallen beneden n2—n +1. 

De overige getallen vinden hunne plaats in de horizon- 
tale rijen, i het Stifel'sche vierkant als de evene getallen ; 
in beide vierkanten als de hoogste helft 5 de ) aer getallen 


beneden en boven n,‚ en als de laagste helft (insgelijks == 


dE ) beneden en boven n?—n J-1. 


In weerwil echter van deze punten van overeenkomst 
tusschen beide vierkanten en de ook in het Stifel’sche heer- 
schende regelmaat kunnen wij dit toch niet onder de regel- 
matige vierkanten rangschikken, want het onderscheidt 
zich van het regelmatige vierkant daardoor, dat: 

1°. de evene en de onevene getallen langs den rand niet 

beurtelings geplaatst zijn; 
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2°. de evene getallen in slechts twee aan elkander even- 
ik wijdige rijen voorkomen; 

3°. de onevene laagste zoowel als de onevene hoogste. ge- 
tallen, op ééne uitzondering na, eveneens in slechts 

___twee aan elkander evenwijdige rijen voorkomen; 

4°, in elke rij de beide reeksen niet dezelfde rigting 
hebben zooals in het regelmatige vierkant (Fig. 22), 
maar eene tegenovergestelde, en wel (Fig. 2): van de 
onevene zoowel als van de evene getallen in de eene 
rij eene centripetale (rijen AC en CD), in de andere 
eene centrifugale (rijen AB en BD); 

5°. het steeds evene hoekgetallen heeft, of m.a. w., dat 
met uitzondering van het middengetal alle getallen 
van de diagonalen steeds even zijn, en dus niet beur- 
telings even en oneven; 

6° de grondverschillen slechts in ééne rij tot ontwikke- 
ling gekomen zijn; 

7°, de getallen der vier middenrijen altijd slechts drie 
verschillen kunnen vertoonen; en 

8°. de diagonalen hare oorspronkelijke getallen kunnen 
verliezen. 


Het Stifelsche vierkant is dus niet analoog met het vierkant 
van 8 en dit kan miet als zijne moeder worden beschouwd. 


NASCHRIFT. 


Daar ik uit de werken van Günther en Ahrens met den 
besten wil geene heldere voorstelling kon krijgen van de 
wijze, waarop Stifel zijne vierkanten had geconstrueerd, 
‘heb ik getracht, zelf den weg te vinden. Maar hoewel ik 
tot een bevredigend resultaat meende te zijn gekomen, bleef 
ik toch zeer verlangend te weten, hoe Stifel eigenlijk te 
werk ging. Ik heb daarom getracht, zijn werk }) te krijgen, 
en had het geluk, het te ontvangen uit de Bibliotheek der 
Rijks-Universiteit te Leiden. 

Uit zijnen tekst blijkt, dat daarin van omranding van 


1) Arithmetica integra. Authore Michaele Stifelio. Cum praefatione 
Philippi Melanchthonis. Novimbergae apud Johan Petrejum. Anno 
Christi M.D.XLIIII, 
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een reeds verkregen kleiner vierkant geene sprake is, en 
dat dus aan de desbetreffende woorden van Günther en 
Ahrens (zie blz. 81 en 82) eene andere uitlegging moet ge- 
geven worden. Men moet die woorden m.i. dan eenvoudig 
zoo verstaan, dat zij daarmede bedoelen, dat de Stifel’sche 
vierkanten, hoe groot ook, steeds dubbel-toovervierkanten 
zijn, — tot aan de kerncel. 

Ahrens tracht het vierkant te construeren langs alge- 
braischen weg, aan Fontès ontleend (Noot 1, blz. 239); 
Günther geeft eveneens uitvoerige algebraïsche berekenin- 
gen en tracht bovendien den gedachtengang van Stifel op 
te sporen, omdat deze beide factoren in diens werk ont- 
breken. 


De wijze, waarop Stifel de zaak behandelt, vind ik te 
interessant, om haar niet, al is het ook tijdelijk, aan de 
vergetelheid te ontrukken (zijn boek werd in 1909 juist 
865 jaren oud); en daarom veroorloof ik mij, aan zijne 
woorden hier eene plaats in te ruimen. Daarbij heb ik twee 
Errata weggenomen. Maar het teeken & (voor et) heb ik 
overal laten staan, om het niet te nieuwerwetsch te maken ; 
en ook de interpunctie heb ik niet gewijzigd. 

Het begint op blad 24, 2de zijde en eindigt op blad 26, 
Iste zijde 1), en luidt aldus: 


Sequitur mirabilis transpositio terminorum 
Progressionum Arithmeticarum. 


Progressio Arithmetica, si habeat terminos secundum 
numerum aliguem quadratum, id est, si habeat terminos 
9. aut 16. aut 25. aut 36. &c. (Nam 4 volo esse rejectum) 
poterunt termini ejus sub figura quadrata, ita transponi, 
ut eadem summa semper proveniat, ex Additione omnium 
terminorum, in uno latere inventorum, sive latus sumatur 
secundum latitudinem, sive secundum longitudinem. Voco 
autem hoe loco latus, non solum extremas lineas cellula- 
rum, sed omnes etiam intermedias, imo diametros etiam 
ambas volo intelligi, ut in exemplo sequenti, invenies 
novem lineas, secundum longitudinem acceptas, et novem 
alias secundum latitudinem. Deinde sunt duae diametri. 


D Niet fol. 24—29, zooals Ahrens blz. 239 in de Noot zegt; want 
alleen de bladen van Stifel's werk zijn opvolgend genummerd en wel 
aan de voorzijde (lste zijde), niet de bladzijden. 
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Harum linearum quaelibet proferet tibi hunc numerum 369, 
si omnes numeros ejus in unam summam, per additionem, 
colligas. *) 


“) De vertaling luidt als volgt: 


Nu volgt eene bewonderenswaardige plaatsing 
van de termen van rekenkundige reeksen. 


Wanneer het aantal termen eener rekenkundige reeks een vierkant 
getal is, d.i. wanneer het bedraagt 9, of 16, of 25, of 36, enz. (want 
4 wil ik uitgesloten hebben), dan kunnen zij zoodanig in eene vier- 
kante figuur geplaatst worden, dat uit de optelling van alle termen, 
die men in ééne zijde vindt, ‘altijd dezelfde som voortkomt, hetzij 
men de zijde neemt over de breedte of over de lengte. Echter noem 
ik hier eene zijde niet alleen de buitenste rijen der vakken, maar 
ook alle tusschengelegene rijen en de beide hoekpuntsrijen wil ik 
hieronder verstaan hebben; zooals men in het volgende voorbeeld 
negen rijen zal vinden, negen in de lengte en negen anderen in de 
breedte. Bovendien zijn er de beide hoekpuntsrijen. Elke dezer rijen 
zal u de som 869 opleveren, wanneer gij al hare getallen bij elkan- 
der optelt. 


GE 


Sic operare. 


Incipe ab ambitu maximo seu 
primo: & illo repleto suis nu- 
meris, recipe sequentem. & 
sic deinceps. 


Sic autem replebis ambitum 
primum, & deinde singulos 
eodem modo. Numera cellu- 
las ambitus, ut secundum nu- 
merum cellularum recipias nu- 


nit d 
„4/68 
merum terminorum, de tua 


os ats ir nesieries 
progressione. Dimidiam autem 


partem terminorum recipiendorum, recipe de minimis seu 
de primis terminis. Et alteram partem dimidiam recipe de 
maximis seu de ultimis terminis. *) 


*) Ge moet zoo te werk gaan. 


Begin bij den grootsten of eersten „omloop”: en als 
die met zijne getallen gevuld is, neemt ge den vol- 
genden, en zoo verder, 


Den eersten omloop moet ge echter op de volgende wijze invul- 
len, — en daarna elken omloop evenzoo. Tel de vakken van den 
omloop en neem overeenkomstig het aantal vakken een aantal termen 
van uwe reeks. Neem echter voor de helft der termen de kleinsten 
of de eersten, en voor de andere helft de grootsten of de laatsten. 
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Ambitus primus. 


Vides ut dimidia pars terminorum minimorum imparium, 
in latere infimo progrediatur. 

Alteram partem dimidiam 
horum, vides ponere primum 
terminum suum intra cellu- 
lam mediam sinistri lateris, 
& religuos in supremo latere. 

Deinde vides ut pars dimi- 
dia terminorum minimorum 
parium, descendat in latere 
dextro. 

Vides etiam alteram partem 
dimidiam horum, descendere 
in sinistro latere, & majorem 
suum ponere intra cellulam 
primam. *) 

5 De eerste omloop. 

Gij ziet, dat de eene helft der kleinste onevene termen in de 
onderste rij voortschrijdt; en dat de andere helft zijnen eersten term 
Baaien in het middenvak der linker rij en de overigen in de boven- 
SLe - 

EIER ziet ge, dat de eene helft der kleinste evene getallen 


in de regter rij afdaalt, en dat de andere helft hiervan in de linker 
rij afdaalt en haar grootste getal in het eerste vak plaatst. 


B EE 


20 


Secundus ambitus. 


Satis vides, ut unica sit regula 
in quolibet ambitu replendo, si ha- 
beat latera imparium cellularum. *) 


El 
WO | 


:) De tweede omloop. 


U blijkt voldoende, dat er slechts één regel is voor de invulling 
van elken omloop, wanneer hij rijen heeft met een oneven aan- 
tal vakken. 


Sequitur de Dispositione terminorum majorum. 


Satis jam indicavi, ut minores termini intra cellulas suas 
collocentur, restat ergo, ut ostendam idem de majoribus. 
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Vacuae autem cellulae (quas vidisti in superioribus figuris 
duabus, & quas inferius videbis) debentur terminis majori- 
bus. Nam quod in quolibet ambitu tot vides vacuas cellulas, 
quot repletas esse vides, signum est quemlibet terminum 
ex minoribus, respicere unum aliguem terminum ex majo- 
ribus. Eum autem majorem quem respicit minor, reponen- 
dum esse scito, intra cellulam ipsi minori oppositam. Sic 
enim vides, & infra etiam videbis, cuilibet minori termino 
vacuam cellulam opponi. Angulares autem cellulae sese 
respiciunt diametraliter. 

Facile vero est invenire majorem quemlibet ex suo minore. 


Ita operare. 


Minimum terminum totius progressionis, adde ad maxi- 
mum terminum ejusdem progressionis (ut in posito exemplo 
1 & 81 faciunt 82.) aggregatum serva, ut quod utile tibi 
sit futurum, per omnes ambitus totius exempli. Itaque nu- 
meris minoribus dispositis intra ambitum suum, vacuas 
cellulas residuas sic replebis. Subtrahe de minoribus unum- 
guemque ab aggregato reservato (de quo jam dixi, 1, de 82 
in exemplo hoc) tune semper relinquitur major terminus, 
guem minor ille subtractus respicit: ut in hoc ambitu, 
exempli positi, tertio, vides poni majores omissis minoribus. *) 


2) Volgt nu de rangschikking der grootste termen. 


Ik heb reeds voldoende laten zien, hoe de kleinste termen in hunne 
vakken geplaatst worden, en blijft er derhalve over, dat ik hetzelfde 
doe betreffende de grootsten. 

Voor de grootste termen echter zijn de ledige vakken bestemd, 
die ge in de twee bovenstaande figuren gezien hebt en die ge ook 
beneden zien zult. Want daar ge in elken omloop evenveel ledige 
als ingevulde vakken ziet, is dit eene aanwijzing, dat bij elken term 
van de kleinste getallen de eene of andere term van de grootsten 
behoort. Weet dan, dat die grootere term, die bij eenen van de 
kleinsten behoort, geplaatst moet worden in het vak, dat tegenover 
dien kleineren term staat. Daarom ziet ge, en beneden zult ge het 
ook zien, dat tegenover elken kleineren term een ledig vak is. Maar 
de hoekvakken staan tegenover elkander langs de middenlijn. 

Het is echter gemakkelijk, den grooteren term te vinden uit den 
kleineren, waarbij hij behoort. 


Gij moet zoo doen. 


Voeg den kleinsten term der geheele reeks bij den grootsten (zoo- 
als in ons voorbeeld 1 en 81, maakt 82) en onthoud de som, daar u 
dit bij alle omloopen van het. gansche voorbeeld te pas komt. Wan- 
neer derhalve de kleinste termen in hunnen omloop gerangschikt 
zijn, moet ge de overgeblevene ledige vakken aldus invullen. Trek 
elken kleinsten term af van de verkregene som (waarvan ik reeds 
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gesproken heb: 1 van 82 in dít voorbeeld), dan blijft altijd die grootere 
term over, die behoort bij den kleineren, die afgetrokken werd: zoo 
ziet ge in dezen omloop, den derden van ons voorbeeld, de grootste 
getallen geplaatst, met weglating der kleinsten. 


158151 | 
ES 
RE Quilibet ex majoribus his, 
zin 43| subtractus ab 82, relinquit 


sz _T 14146 minorem suum. 


Quemadmodum autem impares minores progrediuntur 
per infimum latus & supremum, ita majores impares regre- 
diuntur, (id est, gradiuntur retrorsum) per infimum latus 
& supremum. Et gquemadmodum pares minores descendunt 
per dextrum latus & sinistrum, ita majores pares adscen- 
dunt per eadem latera. Sed haec in majori aliguo ambitu 
clarius perspiciuntur. *) 


Ambitus tertius. 


pd De derde omloop. 


Elke van deze grootste termen geeft, afgetrokken 
van 82, als rest den bij hem behoorenden kleinsten term. 


Maar evenals de kleinste onevene termen voortschrijden in de 
onderste en de bovenste rij, zoo gaan de grootste onevene termen 
terug (dat is, ze gaan in tegengestelde rigting voorwaarts) in de 
onderste en de bovenste rij. En evenals de kleinste evene termen 
eene afdalende rigting hebben in de regter en de linker rij, zoo heb- 
ben de grootste evene termen eene opklimmende rigting in deze 
rijen. Dit is echter in eenen grooteren omloop duidelijker te zien. 


Ambitus quartus. 


Iste est ambitus quartus & ultimus, cujus 
minores termini sunt hi quatuor. 37. 89. 38. 40. 


39) 48 
Majores sunt: 
43, 45, 42. 44. 


Relinquitur tandem media cellula, intra quam ponatur 
medius terminus, totius progressionis, ut hic est 41. 

Medius terminus provenit & dimidiatione aggregati, col- 
lecti ex additione maximi termini & minimi progressionis: 
ut 81 & 1 faciunt 82. cujus dimidium est 41. 

Medius terminus multiplicatus per numerum cellularum 
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unius lateris, producit summam numerorum existentium in 
unoguoqgue latere: ut 41 per 9. facit 369. habet enim unum 
latus novem cellulas. *) 


f) De vierde omloop. 


Dit is de vierde of laatste omloop, welks kleinste 
termen deze vier zijn: 37, 39, 38, 40. 


De grootsten zijn: 
43, 45, 49, 44, 


Eindelijk blijft het middenste vak over, waarin de middenste term 
der geheele reeks geplaatst worde, die hier 41 is. 

De middenste term ontstaat uit halvering van de som, die ver- 
kregen wordt door bijeenvoeging van den grootsten en den kleinsten 
term der reeks: zoo maken 81 en 1 te zamen 82, waarvan de helft 
41 is. 

De middenste term, vermenigvuldigd met het aantal vakken van 
ééne rij, geeft ons de som der getallen, die zich in elke rij bevin- 
den: zoo hier 41 met 9, is 369; want ééne rij heeft negen vakken. 


Stifel gaf het algebraische bewijs van de juistheid zijner 
methode niet, omdat hij, zooals Ahrens (blz. 289, noot) 
zegt: „...den Gebrauch von Buchstabengrössen noch nicht 
kennt ...”; maar juist daarom komt mij de poging, het vier- 
kant van Stifel te construeren of zijnen gedachtengang op 
te sporen langs algebraischen weg, niet doeltreffend voor. 
De meeste schrijvers, zoo niet alle, geven alleen het resul- 
taat hunner overpeinzingen, niet den weg, die tot het resul- 
taat leidde; en dat die weg zelfs bij eenen man als Stifel 
wel niet zal hebben ontbroken, kunnen wij veilig aannemen: 
in weerwil van al zijne geleerdheid was hij toch nog Minerva 
niet. „Jedenfalls”, zegt Günther daarom teregt, „war das 
Verfahren, welches uns Stifel vorführt, nicht das primäre.” 

Zijne wijze van invulling doet inderdaad aan „Doppel- 
Gnomonen” denken, want hij vult in denzelfden rand de 
onevene en evene laagste getallen in: in elke der rijen de 
helft der onevene of der evene. Zoo gaat hij op dezelfde 
wijze in het ingeslotene vierkant voort: „Sic autem reple- 
bis ambitum primum, & deinde singulos eodem modo’; en 
op blad 25, 2de zijde: „Satis vides, ut unica sit regula in 
quolibet ambitu replendo, si habeat latera imparium cel- 
lularum”. 

De plaats voor de hoogste getallen vindt hij eenvoudig 
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door aftrekking der laagste getallen van „2 1, of, zoo- 
als hij juister zegt, van de som van den kleinsten en den 
grootsten term der geheele reeks: „Minimum terminum 
totius progressionis adde ad maximum terminum ejusdem 
progressionis,” enz. In den derden rand geeft hij hiervan 
het voorbeeld, waar hij de laagste getallen heeft wegge- 
laten: „omissis minoribus.” 

Ten slotte wil ik nog vermelden: 10. dat ik in Fig. 2 
onwetend eene fout heb begaan, door het middenvak niet 
met een dikkere lijn te omgeven. Uit den tekst van Gün- 
ther en Ahrens is mij niet duidelijk geworden, dat Stifel 
ook in het „Kernquadrat” rand en middenvak onderscheidt, 
wat wel degelijk het geval is: „Ambitus quartus & ulti- 
mus’; en 20, dat Ahrens, met het eerst de onevene ge- 
tallen te berekenen, het voetspoor van Stifel volgde, die 
de beschrijving der wijze, waarop hij den eersten rand in- 
vult, begint met: „Vides ut dimidia pars terminorum mini- 
morum imparium..…’; en bij het noemen der getallen, 
die in den vierden (laatsten) rand geplaatst moeten wor- 
den, steeds, d. w. z. van de laagste zoowel als van de 
hoogste getallen, de beide onevene vooropstelt. Maar Stifel 
begint miet met de plaatsing van vier evene getallen in de 
hoekvakken, zooals Ahrens dit, blz. 241, aangeeft: „In die 
Ecken setze man gerade Zahlen und im übrigen in die 
Horizontalreihen ungerade Zahlen”; enz. 

En wanneer ik, onbekend met Stifel's werk, eenen ande- 
ren weg volgde en het eerst de plaats heb gezocht voor 
alle evene getallen, dan gelieve men, bij de beoordeeling 
van deze „afwijking”, zich de woorden van Günther te her- 
inneren: „Jedenfalls war das Verfahren, welches uns Stifel 
vorführt, nicht das primäre”, — en daarbij te bedenken, 
dat ik juist dat „primäre” heb trachten te vinden. 


En gaarne maak ik hier aan het einde mijner beschou- 
wing de woorden van Stifel, waarmede hij zijn werk be- 
sluit, ook tot de mijne, en zeg: Bene vale, mi Lector. 
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Samenstelling van enkelvoudige Trillingen 


DOOR 


J. W.N. LE HEUX, iste Luit. Inf., (Breda). 


Vervolg van blade. 168, Ge jaargang. 


Bij de constructie van figuren van drie of meer trillingen 
blijkt, dat vele dezer figuren overeenkomst vertoonen met 
die van twee trillingen — ter verklaring hiervan moeten 
twee bijzondere gevallen onderzocht worden, nl. 

1°. Figuren van Lissajous, waarbij het phaseverschil der 
twee bewegingen anders dan KX 90° is (bij het bepalen 
van dit verschil wordt een der trillingen gerekend te be- 
ginnen, òf in het middelpunt van den cirkel met maximum- 
snelheid, òf aan ’t uiteinde eener middellijn met snel- 
heid == 0). 

2°, Figuren van Lissajous, beschreven op een scheef- 
hoekig stelsel en daarna overgebracht op een ander scheef- 
(of rechthoekig) stelsel. 

De lijnen sub 1°. kunnen op de meest algemeene wijze 


worden voorgesteld door yr EE E ie 6 9 ie 5 of 


x= ÂÁcosacospp—AÄAsinasinpgp| Voora—=0, fl =k X 90° 
y= Beos geosgep—Bsingsingg| of P—=0, a=k X 90° 
waarin k=0, 1, 2, 3 geven deze formules de reeds ge- 
noemde figuren van twee trillingen. Voor « verschillend 
van KX 90°, #=kX 90° of B verschillend van Kx BUR 
a=—=kX 90° geven ze figuren van drie, en voor a en f 
beide verschillend van ZX 90° figuren van vier trillingen. 
d À ë … [w=acosppt-bsinpgp 
Zij nu gevraagd te construeeren de lijn y=e cos qy-dsingg 
dan gaat deze door gelijkstelling van coëfficienten over in 


aat be cos js + oral — 5) 
v-Verd cos 19 + by (EN 


figuren dus van vier (drie) trillingen, waarvan twee met 
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gelijk trillingsgetal langs X en (of) Y-as, stellen figuren 
van Lissajous voor. 

In de „Etude optique des mouvements vibratoires”, voor- 
komend in de Annales de Chimie et de Physique 3e série 
t. LI, Octobre 1857 geeft Lissajous onder den naam „Courbes 
obtenues par la composition optique de deux mouvements 
vibratoires de directions rectangulaires’” voor elk der ver- 
houdingen 1l:1l, 1:2, 1:3, 2:38, 89:4 eene reeks”van 
negen figuren, waarin het phaseverschil der samenstellende 
trillingen met 45° opklimt. De in fig. LX voorkomende 
vormen, overgenomen uit de aangehaalde verhandeling, 
kan men nu ook verkrijgen door het construeeren volgens 
de aangegeven methode van figuren van drie trillingen 


L=COSP Pp + sin pop 


y —cosqp ‚De serie 15m 


van den vorm | 


dan in volgorde 


Ge AG x=—=sin (45° + p) Kim 

y= 2sing y=V2sing A ly 
x=—=sin(45° —gp)| | v—=— sin p XL =—sin(45° Jp 
v—_=W?2sing | ly=WV2sinegl ly =W2sing ì 
L == — COS Pp XL =-— sin (45° — p) x= SED 
y=W2sing |) |y =W2sing “y= W2singp 


Het geval sub 2° geeft aanleiding tot het opmaken van 
een tamelijk groote tabel, welke hier niet zal worden op- 
genomen, doch waaruit men kan vinden, in welk geval 
een figuur van acht of minder trillingen een figuur van 
Lissajous voorstelt, benevens in stand en grootte het stel- 
sel, waarop deze figuur is beschreven en de trillingswijdte 
langs X- en Y-as met de verhouding der trillingsgetallen. 

Een paar bijzondere, veel voorkomende gevallen, zijn de 


volgende: 

x= 2 f (@) 
y= 2 f (©) 
stelsel, waarop ze is beschreven, over een hoek van 1, 3, 
5, 7, X 45° heeft tot vergelijking op de oude coord. 
assen resp. : 


De lijn gedraaid met het rechthoekig 


=| | e= f © —F ©) 
y=f PHF |Iy= f@O)—F() | 
x=—f (we) + F (@) x=  f(P) + F (9) 
y=—fe)—F(®) | y= f() + F (©) | 
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Omgekeerd is het, om te oordeelen over de gedaante 
L == COSPP—Sinp p + COSQ Pp + sin q p 
y=sinpptcospp— sing p + eosqp 
niet noodig, deze lijn te construeeren, daar men haar schrijven 
dn 2 =(cosp gp + cos q p) — (sinp p — sing 9) 
kan in de gedaante |, — (cospp + cosq 4) + (sin pp — sing 9)| 
waaruit blijkt, dat ze voorstelt de lijn 
n= (cos ppt eosqp) 2 
y=(sinpp—singe) 2 
z=f(e) 
y= W2F (@) 
scheef hoekig stelsel, waarvan de X-as samenvalt met de 
X-as van een nieuw, rechthoekig stelsel en de Y-as met 
de X-as hoeken van 1,3, 5, 7 X 45° maakt, tot verg. op 
het rechthoekig stelsel resp. 
1=f (©) —F (©) 
me 0) 


z=f Ber EO) il Re 


van de kromme 


| gedraaid over een hoek van 45°, 


Evenzoo heeft de lijn beschreven op een 


HI 
Jen ZT (9) ‚ en omgekeerd kan men uit figuren 


van drie trillingen van bovenstaanden vorm onmiddellijk 
gedaante en stand der kromme afleiden. 


COS 2 p +- COS Pp =— COS 2 p 

De lijn stelt de arabool |, 

) 5 == COS P P —W2 COS pl’ 
… lw=sin2p J-cosp Bash 

delijn |? che de virtueele parabool y eed 


voor, beide op een stelsel met coörd. hoek van 45°. 

Een tweede verschijnsel, dat zich voordoet, als men 
zich met samenstelling van trillingen bezig houdt, is de 
verveelvoudiging van figuren. 

Wanneer men drie trillingen wil samenstellen, wier 
trillingsgetallen zich verhouden als 8:1:2, zoodanig, dat 
de beide eerste langs de X-as, de laatste langs de Y-as 
valt, dan zullen de hoeken, die bij elk der trillingen met een- 
ZGN tijdseenheid overeenkomen, zich verhouden als 
$:1:4 of als 2:6:8. Neemt men nu aan, dat de trillingen 
gerekend worden, vanuit den oorsprong met. maximum 
snelheid te beginnen, dan wordt de kromme voorgesteld 
x=—=sin?2 gp J- sin 6 gp 


. Construeert men deze lijn, 
RSI 


door | 
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zooals in fig. X is gedaan, dan blijkt ze opgevat te kunnen 
L= SIN 
y=singp 
„ Was deze te vergelijken met een acht, 
dan heeft men nu als ’t ware verkregen 
één primaire en twee secundaire achten, 
welke gevormd worden door deelen der 
ZJ) figuur, die in miet op elkaar volgende 
_D tijden doorloopen worden. Immers de lijn 
Fie. X. begint bij O, gaat over A, B en C naar 
D en heeft dan slechts een deel der 
rechter acht beschreven. Over EE, F en G keert de lijn naar 
Oo terug, waarbij een deel der linker acht is gevormd. 
Symmetrisch t.o.v. de X-as ligt het tweede deel der kromme. 
Na voltooiing ziet men in ’t midden de groote primaire acht, 
aan weerszijden de beide kleinere secundaire achten. Het 
voorgaande kan uit de verg. der lijn worden aangetoond 
r|e=sin6gp +sin2g 
y=sinSp 
v=—=4 (sin 2p—sins2p) = WW 1—y? + sin 2g. 
Stel2y}/1 —y?* =p dan is de verg. v=4 (a—p) — (ap). 


L == Sin Zp 
es sin pf 


r=b(ltsin2g x=b(—l—+-sin2g) 
Y= sin y=singp 
ofx=ap, z=b(pt-1l), r2=b(p—l), dan volgt hieruit 
door vermenigvuldiging : 
xs — (a + 2b) pr? + (2 ab + bp? — ab? pH ab2p —b=0 
Verder is #—=4 |(@ —p) —(& — p)3| of #3 — 3 pa? 
30% —pdp-ir=0 
Voor b=t}/3, a= 4 komen de coëfficienten der drie 
laatste termen overeen. 
De vorm a+ 2b wordt voor deze waarden in 2 decimalen 
nauwkeurig 8.07. 
De vorm 2 ab + b2 wordt voor deze waarden in 2 decimalen 
nauwkeurig 3.06. bd 
Bij benadering kan men dus zeggen, dat de lijn 
o=sin6p + sin 2 p 
ie 


worden als een drievoudige herhaling der figuur 


door ontbinding in factoren. Ui volgt 


Stellen we de drie achten voor door 


bestaat uit de virtueele parabolen: 
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x=tW3(l-sin2p) 


v=lW3(—l1 + sin 2 p) 
y=singp 


—= á si 
5 4 sin 2 p B 
y=singp 


y =sSingp ) 


Een dergelijke herhaling kan men opmerken bij de con- 
structie van figuren, wier trillingsgetallen zich verhouden 
als „:1:p. Laat men hierbij alle drie trillingen van uit den 
oorsprong met maximumsnelheid beginnen, dan is de alge- 


Zal Wek dd 
meene voorstelling der figuur |Z SWA PP + SDP | Her- 
y==sin gp 
haling treedt echter niet op, als de trillingsgetallen een 
factor gemeen hebben; vervangt men in zoo’'n geval de 


An Pp 
D= COSP PH COS CP | aan neemt men her- 


formule door 

WSI 

L == COS P Pp 
y=singp 
1:2 heeft men achtereenvolgens: 

Voor n—=2g|t=Sin4p + sin Zop 


haling waar der figuur Ë Voor de verhouding 


of r=sin2p + sing 


y=sin?g y==sing' 
geen herhaling, wel echter bij |? = ©058 2p COS gp 
y=sin p 
en dan tweevoudig van |? €05 29 
y =sSsin op 


L=—=sin6p J- sin 2 p 


DOEN == 9 drie-voudige herhaling 


y=sinsp 

van £ =S sin 2 p 

Ue Sl 
voorn 4 ten Sp sin dp z=sin4 gp! + sing'| 
y=sin4gp y=sin2gp [ 
De figuur D zE ei Di „COS 7 geeft een viervoudige her- 
haling van | = COS 2 9) 

y=singp | 
Voor n=5 7 JE ll +sin2@| vijf-voudige herhaling 


Led 


van 
y=sin gp 


enz. 
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Laat men alle drie trillingen met een snelheid o aan 
’t uiteinde eener middellijn beginnen, dan neemt men 
eveneens herhaling waar, als de trillingsgetallen geen ge- 


meenschappelijken factor hebben. | == cos6p + cos 2 p 


| y= COS 3 gp 
ft drievoudige herhali Grol - 
geeft een drievoudige herhaling van | — ag |. Op ge 
lijke wijze geeft de lijn |? SAP + COS EP | gene drievou- 


Y =COSp 
dige herhaling van den cirkel; de afzonderlijke figuren gaan 
meer tot cirkels naderen, naarmate het aantal herhalingen 
grooter is. 


el 9 

De lijn |%COSP H-COS | zou volgens 't voorgaande 
Y =COS p 

meer en meer moeten naderen tot een „ voudige herhaling 


der lijn 4 C05®P | 4. i. de bissectrice van den coördinaten- 
Y —= COS p 

hoek (rechth. stelsel) als # toeneemt Dit blijkt ook het 

geval te zijn, daar de lijn mc "COS ®| ook voor: 

Y =COSN p 

% == COS p 

y= ?2ecosng 

met coörd. hoek van 45°, dat met het oorspr. stelsel de 

X-as gemeen heeft. 


stelt de lijn beschreven op een stelsel 


Ook bij figuren van meer trillingen 
kan herhaling optreden: zoo stelt de lijn 


L—= COS p + sin p ze 
jmke NT XI. de vijf 


voudige herhaling der ellips 


NL == COS p + Sin p voor welke laatste 


Y —= COS Pp 

door verticale arceering is aangegeven. 
De beweging begint bij A, het eerste 
gedeelte over K tot B is dikker ge- 
teekend. Daarna worden in volgorde 
doorloopen: de streep-puntliĳjn, de 
stippellijn, de dunne lijn. Deelen van 


Fie. XI 
de eerste en de laatste, zoo ook van de tweede en derde 
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lijn, vormen twee ellipsen, die horizontaal gearceerd zijn 
en in vorm en stand met de oorspronkelijke ellips overeen- 
komen. 

Verder merkt men nog op twee kleinere ellipsen, even- 
eens door de lijnen 1 en 4, 2en8 echter minder zuiver, 
gevormd, die elkaar in den oorsprong raken en ten slotte 
een groote ellips, concentrisch met de oorspronkelijke en 
uit deelen van alle vier lijnen bestaande. De vijf afzonderlijke 
ellipsen verschillen van de oorspronkelijke alleen in ordinaat : 
door y =cos5p + cosp of yY=2cosSSpcos?2p op geschikte 
wijze in factoren te ontbinden, vindt men bij benadering 

L == COS p J- Sin p L=—=cosp + sing | 
Y =CcOosp + 1 y=cosptd}6l 


L == COS p +- sin p 
| y =?}cosgp 
Wanneer de poolvergelijking van een kromme gegeven 
is, kan gemakkelijk bepaald worden, uit welke trillingen 
ze is samengesteld. Zoo geeft o =2cosnp op rechthoekige 
assen 
L= COS NP COSp —= COS (N +1) p + COS (Nn — 1) p I 
y=2ecosnpsinp —= sin (Nn + 1) p — sin (Nn — 1) p 
De poolvergel. o =2 sin”p op rechth. assen geeft: 
v=2sinnpeosp= sin (Nn +1) pH sin(n—l)gp En 
y —=2sinnpsin pg — — COS (N + 1) p + COS (n — 1) p \ Ì 
De figuren van vier trillingen I en Il stellen rozetten 
voor (Rhodoneën van Guido Grandi 1713) waarvan het 
aantal bladen gelijk is aan de som der trillingsgetallen 
(n-1) en (n—l) nadat deze, zoo mogelijk door een 
gemeenschappelijken factor gedeeld zijn. Zoo stelt de lijn 
e—=2cosS7p een rozet met zeven, de lijn e= 2sin4p 
een rozet met acht bladen voor. („ geheel en positief). 


Neemt men in plaats van », E dan worden [ en II 


na vermenigvuldiging der trillingsgetallen met % 
AL == COS (Nn + 1) p + COS (Nn — 1) p Hen 
in 1) p + sin (n —1) gp 
== sin Nn t-1)p—sin(n—l)gp Iv 
Y == — COS (N +1) p + COS (Nn — 1) g. 
De lijnen met poolvergelijking o = 2 cos pl en e = 2 sin > 


stellen gesloten, dubbele spiralen voor. (Blijkens de reeks 
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van Fourier kunnen ze als benaderingsvormen van spiralen 
worden opgevat). Vergelijkt men I met III en Il met IV, 
dan blijkt, dat men, uitgaande resp. van de figuren van 8 


Fig. XII. 


L=COS?Lp + COS Pp 
ye=sin2op +sin3o 


L—= COS P + COS 3 ol E'v =cosp + cos 3e, 
y=sine +sin8o} y=—sing + sine 


L=COSP + sin 3 op L=COSP + sin 3 op 
y=singp + COS8 Pp y=—sing +ecoso 


trillingen 


„ae fe 
y=sin(n +1) gp 
n= sin (n +1) p | 


OR | y= — cos (n + 1) p + cos (n —1) p 
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een rozet of een spiraal verkrijgt, naarmate de vierde 
trilling naar den negatieven, resp. positieven of den posi- 
tieven, resp. negatieven kant wordt genomen (zie fig. XII, 
de vierde trillingen zijn onderstreept). 

Een groep krommen van vier trillingen, die overeen- 
komst met bovengenoemde groepen vertoont, levert ver- 
schillende bekende lijnen: 


n= COS 2 p + A COS p 


y= sin2p Asing nl. geeft voor 


A ==1 bij het + teeken de limacon 
A =l bij het —teeken de rozet met drie bladen 
À =2bij het + teeken de cardioïde 
A =?2 bij het —teeken de cycloidĳe met 8 keerpunten 
N= dt COS3 p + A COS p 
en y= sin3g + A sin 4 geeft voor 
A =l1 bij het —teeken de rosace à quatre branches 
A =2bij het —teeken de cycloide met 4 keerpunten 
A =8 bij het + teeken de caustica van den cirkel 
A =8 bij het — teeken de asteroïde. 


(Wordt vervolgd) 


De merkwaardige producten =} en de rechtstreek- 
sche oplossing der hoogere machtsvergelijkingen 


DOOR 


F. T. A. CEDEE (Den Helder). 


Zooals in ons vorig artikel, zie vierden jaarg. blz. 245, 
verstaan wij ook hier onder Zj — de symmetrische functie 
van den laagsten graad, welke deelbaar is door den p-term 
at b + ec... en rationaal ten opzichte van de nde machten 
van diens termen. — Wanneer wij zoo’n merkwaardig pro- 
duct gelijk O stellen, nadat af” vervangen is door x*, dan ver- 
krijgen wij eene hoogere-machtsvergelijking, waarvan alle 
wortels kunnen bepaald worden, wijl de factoren van 25 be- 
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kend zijn. In sommige gevallen nu kan Zj — 0 aangezien 
worden als de algemeene gedaante eener vergelijking van 
zekeren graad, zoodat het dan mogelijk is formules voor 
de oplossing uit haar af te leiden. Wij zullen dit vooreerst 
door een voorbeeld toelichten: 


Zi == Za? 4 3E afbs — 21 af bres 
Stellen wij a = We; b = Vm en Cc = en 1) en daar- 
na de geheele uitdrukking gelijk o, dan vinden wij rang- 
schikkende naar 
xs d- 12.3 2m (3 2 m2—21 mn) + Ems 3E mn =o 
terwijl het eerste lid de volgende negen factoren heeft: 
Dr Mm n Waem in Dr Hr 
Vai mt-PWn Br B Pm Wn 
Warm Pn 6m nr 
Voor het gedurig product dezer factoren kunnen wij 
schrijven #1): 5}%9) 046) A) 
e 4m HWP) X [eh QAm + WB) X 
X [et Ym + Vn) — 0 
Vermeerderen wij de wortels met 2m. 
xzJ 2232 mt 2(3 2m? — 21 mn) + Ams + 3 2 mn 


— 2m — 2(EMm? + 2mn) — Ams + 24 2 mn 
2 Em Sm? — 25 mn 27 =S mn 
5 m — Mm? — 2 mn 
Ene NET 
— 2 M 
0 


1) Way (lees: de kden de machtswortel uit a,) —= Wax lo 4 2ka 

4 4 4 ij 
Volgens deze notatie is dus /16= 42; W/16= +42; W/16=—82; 
==16 =2 z. De notatie V/a geeft dan de algemeene nde-machts- 
wortel aan en heeft dus ” verschillende waarden. Wij meenen op 
deze wijze de verschillende moeilijkheden te ontgaan, welke zich bij 
het gebruik der wortelteekens kunnen voordoen en waarop reeds 


vroeger door de heeren H. Schuitema en O. Postma de aandacht werd 
gevestigd. 
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De herleide vergelijking #3 — 27 mnx + 27 Zm?n —= 0 
kan nu elke vergelijking #9 + px + q = 0 voorstellen zoo 


slechts mn —= — Ee en 2m?2n = mn (Mm +- 1) = 5 en dus 
mJn= B Voor de drie wortels hebben wij nu de 


volgende formules: 
mmm tn — (Wm 4 Vn} 
mm n— (Wm + Vn) 
L3 = M JN — Ym + Wn)3 
Omtrent deze formules is een belangrijke opmerking te 
maken. Zij kunnen namelijk ondubbelzinnig door een enkele 
worden voorgesteld namelijk # —= m + n — (P/m + PW). 


Deze uitdrukking kan 9 verschillende vormen aannemen, 
welke echter 3 aan 3 aan elkander gelijk oM Zoo is b.v. 


Pm HW = [VLM HVD = Vn + Ve 
Zoo ook / m + Fm} TE (/m — W n)s, en zoo verder. 


samenvattende verkrijgen wij voor de rechtstreeksche 
oplossing der 8de machtsvergelijking het volgende: 

Men herleide de vergelijking tot de gedaante 

LS tPLHJ=0 
dan worden de drie wortels aangegeven door de formule 
p= mn — (Wm Wn)} 
waarbij m en » de wortels zijn van de vergelijking 
q Pp 
u 5 L— gy =O: 

Uit de symmetrie van de formule voor x ten opzichte 
van mm en ” blijkt, dat verwisseling van de wortels der 
laatste vergelijking zonder invloed is. 

Gaan wij nu over tot de algemeene behandeling van het 
vraagstuk en onderzoeken wij 1°. welke producten 2} de 
algemeene gedaante eener hoogere-machtsvergeliĳjking kun- 
nen voorstellen, en 20. welke vergelijkingen dan als boven 
kunnen worden behandeld. 

Stellen wij Zj —= 0, dan is die vergelijking ten opzichte 
van a van den graad n?”*. Vervangen wij daarna a door 


hd 
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Vv, dan wordt zij eene hoogere-machtsvergelijking van 
den graad n?”* Nu bevat een vergelijking van dezen 
graad n?”* coëfficiënten, welke door de eerste tot o te her- 


leiden tot n?”* — 1 kunnen worden teruggebracht. Verder 

bevat de vergelijking nog p— 1 willekeurige grootheden 

b, c enz. Opdat dus deze vergelijking de algemeene gedaante 

kunne voorstellen, is het noodig dat p—l Zn —l. 
We komen dus tot de voorwaarde 
nep. 

In de volgende tabel zijn de waarden van de functie 


n?=* voor geheele waarden van „ en p opgenomen, voor- 


zoover het voor ons doel noodig is. 


Ae Er HD ES 
p=? pr th Op eg 
3 Lr 2de 
4 Ld 
5 Lp 8de Oder 125 


Hieruit blijkt nu, dat slechts de vergelijkingen van den 


len, 2den, 3den en 4den graad door een > — 0 algemeen 
voorstelbaar zijn en tevens, dat dit voor die van den len 
graad door verschillende 2) kan geschieden, voor die van 
den 2den, 3den en 4den graad respectievelijk door 23; 28 
En 

Wat de oplossing van de vergelijking van den 1sten graad 
betreft, deze valt buiten bespreking, daar zij bij de bepa- 
ling van de wortels uit de factoren reeds bekend wordt 
verondersteld. 


Voor de vierkantsvergelijking wordt de afleiding als volgt 
== at — 22E HJ Fbt— 22 —= 0. 


terwijl de factoren zijn voor a= We; b= Wm en c= yn 
Vet VmtVn 83) Va + Vm Vn 
Vet VmtVn 4 Va + Vm Vn 


waarvoor wij kunnen schrijven 1), 4) X 2), 8) of 


221 


er — Wm VE] X [a — + rt} = 
== 2 — Aram Em? — 2 mn. 


Voor de wortels hebben wij nu 
zm = (Wm + Vn = m An + 2Vmn. 


os = (Wm + Vn? = m An + 2 Won. 

Stellen wij de vergelijking onder de gedaante #2 + px +- 
+ q = 0, dan vinden wij de bekende formules terug. 
=op Vip mept Vip —g. 

De oplossing der derdemachtsvergelijking gaven wij reeds 
aan het begin. 

Voor de vierdemachtsvergeliĳjking maken we gebruik 
van Ark 

Zi = 08 HJ aÔ(— 4562) H at(6Fbt H 45 b2C) + 

L a2(—4 EDE J 4 bi? — 40 b2e2d2) +4 (332 =O 
terwijl de factoren zijn voor 


zes Wk Hand MiG en in Dd 
Ve + Vit Wm + Vm 5) Ve + Vit Vm Vn 
Re e/ 6) Vas 
3) Va + Vit Vn + Ve 7) Vo VA Vint Ve 
4) Wa Vi Vom + Vo B We +V 4 Vm + Vn 

Het product — 1), 8) X 2), 7) X 3), 6) X 4, 5) = 

EWA FW HWP) X [2 — AWH WP) X 
ee WU PW] Xe UHP] 

xt + L3(— AEL) HJ HUGE 4 A2lmM) + 

H(A EB JH 4E 2m — 40lmn) + 


DN Ne PMN) 6 > 12m? 4 SZ 2mn. 
he 


Verminderen wij de wortels met 2! dan wordt de ver- 
gelijking: 
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ct H- 2(— 8E LM) + 4 (— 64 lmn) + 
+ 16 (22m? — 22 lmn)=at dpa? qr thr=0. 
Stellen wij /, m en „ de wortels van de vergelijking 


naat fady=0, 


dan hebben we de volgende betrekkingen: 


— 82m == 8 =p — 64lmn == 647 q 
16 (2l2m2 — 22lZmn) == 16 (92 — 4ay) =r, 
EE END Meet 

waaruit volgt a == hen Men Oe 


Samenvattende vinden we voor de rechtstreeksche oplos- 
sing der vierdemachtsvergelijking het volgende: 


Herleid de vergelijking tot de gedaante 
nt patdantr=0 


dan zijn de wortels de vier verschillende waarden van de 
formule 
D= (UH mn) + VL Vm + Vn} 
terwijl £, m en » de wortels zijn van de vergelijking 
p'—tr p q 
3 ER det Le oe kre, 
xs + ri x g % in 64 o 
Uit de symmetrie van de formule voor « ten opzichte 
van l, m en »„ volgt, dat verwisseling van de wortels der 
Sde-machtsvergelijking zonder invloed is. Wij laten aan den 
lezer over aan te toonen dat de 8 verschillende vormen, 
welke de formule voor & kan aannemen, slechts vier ver- 
schillende waarden kunnen opleveren. Met opzet zijn de 
gevonden formules niet tot haren meest practischen vorm 
herleid, omdat zij daardoor hare eigenaardigheid verliezen 
en het dan niet meer mogelijk is het geheele stel wortels 
door een enkele formule ondubbelzinnig uit te drukken. 
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Never Beweis des binomischen Lehrsatzes 


VON 


P. VON SCHAEWEN (Naumburg a/S.) 


Da (a + bf = al (1 + zp ist, wo E == «© gesetzt ist, 
erhält man das Binomialtheorem, wenn man (l + 2)’ nach 


Potenzen von x entwickelt, «# durch 5 ersetzt und dann 


mit a’ multipliziert. Diese Entwicklung von (1 + x)° ge- 
winnt man für ein positives ganzzahliges » offenbar, 
wenn man 
R(#) = (1 + ro) (1 +120) (l + 152)... (l +7”) 1) 
als Potenzreihe von x darstellt und dann 7 == 1 setzt. 
Ersetzt man x durch rx in 1), so folgt 
R(r) =(l +120) (1 + 130) (1 + rt). (Ll Hr FL) 2) 
Multipliziert man diese Identität mit (l + 7x), so ergibt 
sich 
(LH Fl) Ro) —= (1 + rx) R (rx). 3) 
Nun sei 
Rv) =1l Har + Pr? + yrs J rt + .…. 
also R(rax) =l Harre + Br2u2 + yr5n3 J Òrtat L… 
setzt man diese beiden Reihen in 3) ein und führt die 
einfachen Multiplikationen aus, so erhält man die identi- 
sche Gleichung 


1 Ham + Pr? + 73 H Òrt + .… 
On a Ln PA an =| 
1 Harre + Br2a2 H yrons J- Ôrtzt + …. 

g dre J arta2 + 9rör3 + yrtat +... 
die allgemein für jedes x# nur bestehen kann, wenn 
ad ptlar Hr 
binn hert 
7 + py +1 —= 713 + Br3 
d Hyp El ee òrt + yr, 
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Man erhält also die unbestimmten Koeffizienten 


eht en 
El Ei 
rd 1” 1! 
== UN et | 2 —= EIN NEE et 3 
4 RAe EE ed 
Tr Lr tart jen 
y=. N= RE ES 
(emee Inr lie ks je 
1 —y—8 
Ò == yn rt == 
/ 1 rú ä 
nil yk La emd qa Aytr Ermen A 
ir TAK EN TA EER ETE alt nn EJ 
nt 1—=r? 1 —7rö 1 — rf 


Folglich hat man die Potenzreihe R(w) gewonnen. Sie bricht 


Zr 


folgenden Potenzen Rn « verschwinden. Daher erhält man 


die Entwicklung von (1 + #)% wenn man 7 —= 1 setzt. 
pp +1) 
2 


mit dem Gliede 7 x' ab, da die Koeffizienten aller 


Die Faktoren von der Form 7 werden alle der 


Einheit gleich. Um den Wert der Brüche von der Form 
4 
1 _—r4 
Nenner dieses Bruches durch 1 — 7. Dann wird 
brt AAI AE tE 
LEN ir Lr 
Mithin erhält dieser Bruch für 7 —= 1 den Wert L, 
Daher ist k 
úiaË or ee () od (5) ele (5) Je 


Ersetzt man nun 4x durch ne und multipliziert mit a”, 


für 7 —= 1 zu bestimmen, dividiere man Zähler und 


so erhält man die bekannte Entwicklung von Gr b)' für 
jedes positive ganzzahlige ». 

Diese Beweisart des binomischen Lehrsatzes hat den Vor- 
zug vor dem bekannten Beweise mit Hilfe der Kombina- 
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tionslehre, dass der Lehrsatz in derselben Weise auch für 
ein negatives ganzzahliges » direkt bewiesen werden kann. 


Setzt man wieder  — %nun aber 
ER 
it A) HOED MS AE A OS SL) 


so ist hier 
(L 4 72) Rw) == (l Hr” 14) R(r4). 
Das ganze übrige Beweisverfahren wird dann ebenso wie 
vorstehend ausgeführt und damit der binomische Lehrsatz 
für jedes ganzzahlige » bewiesen. 


TOS 


Constructie ter berekening van het oogenblik en de 
plaats van zonsopkomst voor een gegeven dag en plaats 


DOOR 


JAN H. JUNIUS, (Soerabaia). 


1) Het uur van zonsopkomst (fig. 1). 

Zet op willekeurigen afstand beneden het snijpunt K van 
een horizontale en een verticale lijn naast de laatste, met 
behulp van een graadboog, een hoek gelijk de breedte (b), 
links een hoek == 90° — de declinatie (90° — d), dan ont- 
staan twee driehoeken. Beschrijf uit het snijpunt K met de 
horizontale rechthoekszijde KO 
van de linker driehoek als 
straal een cirkelboog OO, tot 
aan de verticale lijn, en be- 
schrijf uit het gevonden punt 
O,, met de hypotenusa ML 
van den linker driehoek als 
straal een cirkelboogje, dat de 
horizontale lijn in V snijdt. 
Vereenig dit punt V met O, 
dan geeft de hoek O, V K (w) 
in tijd uitgedrukt, den tijd aan welke de zon dien dag vóór 
of ná 6 u. opkomt of ondergaat. 

Wiskundig Tijdschrijft, 6e Jaargang. 15 


Bigel, 
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2) De plaats van zonsopkomst. 
Richt in een der uiteinden van de hypotenusa MO van 
den rechter driehoek een loodlijn op, en beschrijf uit het 
andere hoekpunt, weer met de hypotenusa van den linker 
driehoek als straal, een cirkelboog tot waar deze de pas 
opgerichte loodlijn snijdt. Vereenig dat snijpunt met het 
andere hoekpunt van de hypotenusa, dan geeft de hoek 

ORM de amplitudo aan. 


Bewijs: (fig. 2 en 3.) 


Zij in fig. 2 MP, de hemelas, het vlak MTQ het vlak 


van den equator, MT N het vlak van den horizon, de lijn 
MT de richting Oost-West, MP„,Q het vlak van de 


meridiaan, de hoek LMT het bedrag der declinatie voor 
den gegeven dag, dan is het vlak KLC het vlak van 
den parallel, dien dag doorloopen en het punt R, het snij- 
punt van parallel en horizon, dus de plaats waar de zon in 
den horizon staat. Aangezien de zon de boog LC == 90° in 
6 u. doorloopt, en de zon in C culmineert op den middag 
of te middernacht, zal de boog L R het verschil in tijd 


Fig. 2. Fig. 8. 


aangeven met 6 u. De boog LR van den kleinen cirkel 
wordt op den grooten cirkel gemeten door den boog T V. 
De hoek LK R = hoek TMV =wu, maar TMV SMS Or 
(twee // lijnen gesneden door een derde). In A MO, V is 
MO, = KO de horizontale rechthoekszijde van den rechter 
driehoek in fig. 1. PeN is de topsafstand, dus 4 PMN 
de breedte == b. De hypotenusa M V is de straal van den 
grooten cirkel, dus van den bol, en deze vonden wij in 
den linker driehoek als ML. De driehoek kan dus gecon- 
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strueerd worden. TR geeft het amplitudo aan, want T is 
het Oostpunt van den horizon, en wordt gemeten door 
LRMT, welke weer geliĳk is aan / ORM. Van den 
rechthoekigen A MOR werd MO gevonden in den rechter 
driehoek, en MR is weer de straal van den bol. 

Op de gevonden tijd van zonsopkomst, moet de tiĳd- 
vereffening en een vaste correctie voor de hoogte-correcties 
worden toegepast. p kan verwaarloosd worden; de hoogte 
van het oog is 6 voet, en de zonshoogte altijd 0°. 


Stereoscopische Projectie 


DOOR 


De. L. U. H. GC. WERNDLY, (Utrecht). 


Om van een landschap of van een voorwerp een stereos- 
copische photographie te maken, is het wenschelijk, het 
met behulp van een dubbele camera obscura tegelijkertijd 
van uit twee verschillende standpunten te photographeeren. 
Gegeven b.v. ergens in de ruimte het voorwerp P en de 
dubbele camera MNAD met de gevoelige plaat AD, 
scherp ingesteld op P; Lr, de lens der rechter- en Ll, die 
der linker camera, zijn de twee standpunten, van waaruit 
P als ’t ware gezien wordt en op de gevoelige plaat ontstaan 
de beelden pr en pl. Indien 
de brandpunten fr en fl op 
een afstand F achter de lens 
liggen en het punt P op een 
afstand R er vóór, staat de ge- 

ja 
voelige plaat F. RF achter 
de lens (dus verder dan ’t 
brandpunt) en is de ver- 


Fig. 1. kleiningsfactor == Te 1. Na 


de ontwikkeling der photographische opname snijden wij 
deze doormidden, en voegen de helften A B en CD weer 
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aaneen, na hun plaats verwisseld te hebben. Leggen wij 
de aldus gewijzigde photographie in BtA1DICt, zóódat 
haar afstand tot de lenzen even groot is als bij de photo- 
graphische opname van zooeven, dan valt pr in pirt, doch 
blijft op de rechte lijn P Lr; evenzoo valt pl in pl lt, doch 
blijft op de lijn PL/. Wij kunnen nu MN B!Ct als stereos- 
coop beschouwen, waarin de photographie B1C! geplaatst 
is met de beelden plrt en pill; plrl voor het rechter oog, 
dat zich in Lr, en pill voor het linker oog, dat zich in 
L4 bevindt. De vraag is nu, welke lenzen moeten daar 
ter plaatse in den stereoscoop staan, opdat de waarnemer 
van de photograpmie in den toestel volkomen denzelfden indruk 
krijgt, als van het voorwerp P zelf, met het bloote oog 
van uit hetzelfde standpunt gezien. Daarvoor is noodig 
en voldoende, dat de richting waarin, de afstand waarop 
en de hoek, waaronder het voorwerp gezien wordt, in 
beide gevallen dezelfde zijn. De richting {s dezelfde, omdat 
plri op PLr en evenzoo pill op PLU ligt, zoodat de 
oogen, resp. gericht op pirt en pill, evengoed beide ge- 
richt zijn op P. En wat verder de overeenstemming betreft 
in den afstand en in de schijnbare grootte, aan beide voor- 
waarden wordt voldaan door een juiste lens in den stereos- 
coop te plaatsen, welker nog onbekende brandpuntsafstand 
F, in de bekende grootheden Fen R uitgedrukt kan worden. 
De stereoscooplenzen werken als loupe en dus weten wij 
reeds vooruit, dat de photographie even binnen haar brand- 
puntsafstand zal staan. In 'talgemeen: zal een loupe met 
brandpuntsafstand HF, een voorwerp op een schijnbaren 
afstand R,‚ brengen, dan moet het zich bevinden op een 


afstand F, ee van de lens verwijderd, terwijl het dan 
RS nl 


(7 ie 1) maal vergroot wordt. De stereoscooplenzen 


moeten dus ten slotte aan drie eischen voldoen: 


F Hee nn win opdat de richting juist zou zijn, 
voor elk oog, | 

iden opdat de afstand juist zou zijn en 
R R, 


ols edel opdat de grootte juist zou zijn. 
F F, | | 
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Uit de eerste twee vergelijkingen volgt de derde, die na 
herleiding overgaat in: 
1 1 2 


FP F, R 

Zoo is dan F,‚ bepaald, en wij zien hieruit, dat de lenzen 
in den stereoscoop zwakker moeten zijn dan de camera- 
objectieven, en dat men eigenlijk in den stereoscoop over 
verschillende sterkte van lenzen moest kunnen beschikken 
in verband met den gemiddelden afstand R in elk bijzonder 
geval. Intusschen kan men praktisch F =H, stellen, tenzij 
R zeer klein mocht zijn; in geen geval mag F grooter zijn 
dan F. 

Zal de stereoscoop een natuurgetrouwen indruk geven, 
dan is de hoofdvoorwaarde, dat de afstand tusschen lenzen 
en photographie dezelfde zij als in de camera obscura tijdens 
de opname. Ook is het duidelijk, dat, zoowel bij stereos- 
coop als camera, de onderlinge afstand der beide lenzen 
overeen moet komen met die der oogen. 

Het is interessant om na te gaan, hoe bij het zien door 
een stereoscoop de daarbij ontstaande indruk gewijzigd 
wordt door abnormale plaatsing der photo's. Neem een 
rechthoekig coördinatensysteem aan: de z-as gaat door de 
oogen, wier onderlinge afstand == 2a door den oorsprong 
gehalveerd wordt, de y-as is eveneens horizontaal en de 
z-as staat loodrecht. Stel, dat de afstand van de platen tot 
deslenzen b bedraagt, en dat de coördinaten van een wille- 
keurig voorwerp in de ruimte z, 4, 24 zijn, dan is het niet 
moeilijk de coördinaten van pirl en van pill (dat zijn de 

‚beide stereoscopische componenten van het punt #41 21) 
in de gegevens uit te drukken. 


be, Ha [y, — b] 


Rechter component: z, = 


V1 bz, 

git pi Yens 

Linker component: # —= an De bl Yi 
1 


De beide componenten op het vlak y=b liggen dus 
even hoog, onafhankelijk van #,, doch hun abscissen zijn 
verschillend. Gemakshalve vervangen wij deze laatsten door 
hun som, dat is tweemaal het arithmetisch gemiddelde en 
door hun verschil, dat is hun afstand. 


20 Ae: Bp e2e D 


Vi Vi 


Lr —ĳ- Wi A == 
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Derhalve hebben wij de volgende twee regels: 
alle voorwerpen, welker componenten bij constante 2 één- 
zelfde gemiddelde abscis hebben, hebben de verhoudingen 
L1:Y, en ook z,:y, gemeen, en worden daarom in een 
rechte lijn gezien, gaande door den oorsprong, die daaraan 
den naam van „gezichtspunt” ontleent. En alle voorwerpen, 
welker componenten een constant abscissen verschil opleveren, 
worden gezien in éénzelfde verticaal vlak, welks afstand 
tot de oogen toeneemt, naarmate dat constante verschil 
grooter is: bereikt dit laatste de grenswaarde 2a, dan 
liggen de voorwerpen oneindig ver. 

Nu noemen wij e, de stereoscopische parallaxis van het 
punt 244,2: het bedrag, dat het abscissenverschil zijner 
componenten kleiner is dan het zijn zou, indien het punt 


2 ab 


oneindig ver verwijderd was; dus e= 


1 

Zoo is dan de plaats der componenten op het vlak y =b 

bepaald door de drie vergelijkingen: 
nele (1), % — OE (II), 2 — Di (HIT) 
1 Vi Yi 

en hieruit zijn gemakkelijk de volgende conclusies te trekken: 

Indien de stereoscoopplaat in haar geheel zijdelings ver- 
schoven wordt, blijven a, b, e en 2 constant, doch x ver- 
andert en nu blijkt uit (I), dat y, constant blijft; uit (II) 
volgt, door naar % te differentieeren : 


de Yi 

hr A 
zoodat de toeneming van x,‚ evenredig aan y, is en daar, 
blijkens (III), 2, niet verandert, blijven punten, die vóór de 
verschuiving achter elkander lagen, ook daarna in één 
rechte lijn met het gezichtspunt. 

Stel nu in de tweede plaats, dat de afstand tusschen de 
voor het linker en de voor het rechter oog bestemde plaat 
gewijzigd wordt, zoodat b.v. de linker naar rechts en de 
rechter naar links een bedrag dax verschuift, dan ondergaat 
e een toename van 2dv, terwijl a, b, % en 2 constant 
blijven. Maar dan volgt uit (I): 
de 2 db | f da d 
bn DR „jr Of daar de — 2d, is ook =— a 

De schijnbare afstand der voorwerpen heeft dus een ver- 
mindering ondergaan, evenredig aan het quadraat van dien 
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afstand en veroorzaakt door het toenemen der stereoscopische 
parallaxis. Bovendien blijkt uit (LI), dat z4 :y; en uit (III), 
dat 24 :y, onveranderd blijft: voorwerpen, die vóór de ver- 
schuiving achter elkaar stonden, ondergaan in dit opzicht 
geen verandering. Er heeft dus niets anders plaats dan een 
afname der afstanden, dus ook der afstandsverschillen en 
der diepte, kortom een vermindering van het relief. Het 
spreekt wel vanzelf, dat omgekeerd toename van den afstand 
der plaathelften ten gevolge heeft: overdreven sterk relief, 

Gaan wij in de derde plaats na, wat er met z,, 4, en z4 
gebeurt, als 6, de afstand van de plaat tot de oogen, ver- 
andert; a, e, % en z blijven constant. Nu volgt uit (I), 
naar b differentieerende: en ee Sl dus hoe grooter b, 
des te grooter 4, en des te sterker relief, terwijl uit (II) 


en (III) blijkt, dat x, en z4 niet veranderen, aangezien — 


1 
volgens (I) constant blijft. Omgekeerd geeft een te kleine 
b een onnatuurlijk bas-relief, evenals men dat waarneemt 
bij het zien door een tooneelkijker (die ook de voorwerpen 
naderbij brengt en dus als ’tware b verkleint). Combineert 
men nu echter den tooneelkijker met een telestereoscoop 
— een werktuig, dat door spiegels den afstand (2a) der 
oogen als ’t ware vergroot —, dan ziet men, volgens (1) 
de vergroote voorwerpen weer in hun natuurlijk relief. De 
bekende groote veldkijkers zijn volgens dit principe gebouwd. 


De algemeene vergelijking der kegelsneden 
en de cirkel van Monge, 


DOOR 


G. D. RASCH, (Heemstede). 


Zij de algemeene vergelijking der kegelsneden : 


ASZ ny Hony? dagt ay dg=0. (1) 
en y= mx J-n de vergelijking van een rechte. 
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We zullen nu opmaken de betrekking, welke er tusschen 
m en ” moet bestaan, opdat de rechte raaklijn aan de 
kegelsnede zij. 

We substitueeren daartoe y= ma J-n in (1) en Krijgen 
dan een vierkantsvergelijking in x, waarvan de wortels 
moeten samenvallen. Deze vergelijking heeft de volgende 
gedaante: 


PD? (ary + 24,9 M H- Oog M2) F2 (013 + dog MH Ag N J 
JF Ap MN) + A33 + 2 Arg J Oog n= 0. (2) 
Zullen de wortels hiervan samenvallen, dan moet de 
disecrimant van (2) verdwijnen of: 
(ay + 2 ai M + Aap MP) (A33 + 2 Ang F- op 12) — 
— (Aap Mn + dig N + Arg MW H 013) = 0. 
Hiervoor kunnen we ook schrijven: 
A33 + 2 Ars mn + A4 m2 2 Agzn—2 Ajo MH Agg == 0. (8) 
als we onder A;, enz. verstaan de onder-determinanten, 
al of niet met tegengesteld teeken, 
A11 A2 A13 
van 049 Ao A3 — D. 
013 Uo3 A33 
Is nu (%, 4) een punt van de raaklijn, dan hebben we: 
U En MAL - Nn. e e e e e e « e ° (4) 
Uit (3) en (4) kunnen we nu x elimineeren en krijgen 
dan het volgende verband tusschen mm, #,, 44: 
m2 (Agg U — 2 Az + Ary) — AM (Agz Wi Ui — Agg Hi — 
— A13 9% + Aro) + A3z Wi? — 2 Aoz Vi He Ang =0 
Hieruit volgt dat men uit een punt van het vlak twee 
raaklijnen aan de kegelsnede kan trekken. Zijn mm; en mg 
de daarbij behoorende waarden van me, dan hebben we twee 
1 elkaar staande raaklijnen als mm; mg == — 1 of: 
Ass yi? — 2 Anti An he 
A33 Ui? — 2 Ai3% + Au 
De coördinaten der punten waarvoor dit het geval is 
voldoen dus aan de vergelijking: 
Agg (2? + 42) — 2 Arzt — 2 Any Au H+ Ag =0. . (6) 
Deze stelt dus de cirkel van Monge voor behoorende bij 
de kegelsnede, die (Ll) tot verg. heeft. | 
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De coördinaten van het middelpunt zijn: 
A13 
A33 13 
de bijbehoorende kegelsnede. 

Gaan we uit van een parabool, dan is: 


Ay A92 — A9” =O of Azz == 0. (5) gaat dan over in 
2 Arzt H 2 Ay — Ar — Ao =0. 
Dit is de verg. van een rechte en wel zooals bekend is 


van de richtlijn der parabool. Noemen we den straal van 
den cirkel van Monge R,‚ dan vinden we uit (5) 


1 
R= AZ (Ais — Au Ag3) + (A5 — Azo Ag3)]e 


De vormen tusschen ( _) zijn nu resp. gelijk — ag D 

en — dj, D en dus: 
er D (aj + doo) 
Ass 

We hebben een punt-cirkel voor R == 0. Daar we A33 = OO 
uitsluiten, is dit dus het geval voor D= 0 of ay +- dg = 0. 

In het eerste geval is de kegelsnede ontaard in twee 
rechten; in het tweede is zij een gelijkzijdige hyperbool. 

Ass — 0 geeft R == OO,-dus weer de richtlijn van de 
parabool. 

Hebben we nu een bundel van kegelsneden, dan wordt D: 


Ar + Abi Gio HÀbio Ar3 + À biz 
Ag HÀ big Apg HA bog Ag + À bog 
A3 + A biz Agg HA Dog A33 + À Daz 


De onderdeterminanten der elementen zijn dus kwadra- 
tische vormen in À en dus ook de coëfficienten in verg. (5). 

Het stelsel orthoptische cirkels, behoorende bij een bundel 
kegelsneden kunnen we dus schrijven: C J- 2 AC’ JMC’ =0; 
het is dus een stelsel met index 2. I). 

De omhullende van het stelsel is een kromme van graad 
4 met verg. CC” — C'2—=0. Door ieder punt gaan 2 exem- 
plaren van het stelsel. 

Om na te gaan hoeveel exemplaren aan een gegeven 
rechte raken, vragen we wat de uitdrukking (3) wordt, 


8 Het middelpunt valt dus samen met dat van 


1) Zie: Prof. J. de Vries: Orthoptische cirkels behoorende bij lineaire 
stelsels van kegelsneden. Verslagen der Koninklijke SGEE van 
Wetenschappen afdeeling Wis--en Natuurk. Deel VII. 
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wanneer we uitgaan van de verg. van het stelsel orthoptische 
cirkels. Voor een bepaalde waarde van m en » wordt (3) 
dan een vierdegraads verg. in À. Het aantal exemplaren 
rakende aan een gegeven rechte bedraagt dus 4. 

Hebben we een schaar van kegelsneden A+ÀAB=0, 
waarin A=—=0 en B==0 vergelijkingen in lijn-coördtnaten 
voorstellen, dan worden de coöff. in (5) Ass + À B33 enz. 

De cirkels van Monge behoorende bij een schaar van 
kegelsneden vormen dus een bundel. Uit (8) volgt dan 
weer dat aan iedere rechte 2 exemplaren raken. 


Uitbreiding op andere Talstelsels van de 
Reeksen van Hall” 


DOOR 


C. BRAKMAN (Nieuw- en St. Joosland). 


De eerste reeks wordt als volgt op het x-tallig stelsel 


uitgebreid : 
1 X(n—1)2=nt1 =H 1. 
12 X(n—1) +3=(nd-2)(n—1l) +3 —= nrd nt-l. 
128 X(n — 1) + 4 == (n? H 2n +3) (n—1) 44 == NB n? nl. 


BX Orr OER dn == nt A nB dn? den d1. 


EEE rope nk 
PS ont Bt oe (nn Ln 
+1) = 
= NIE de NBB ATEA EN on? AN 
welke laatste veelterm in het n-tallig stelsel geschreven 
wordt met „ — 1 eenen. Brengt men in het voorlaatste lid 


der laatste identiteit n — 1 buiten haken, dan ontstaat de 
formule uit No. 34, bladz. 16 van den 5en jaargang als een 


1) Zie W.T. 5en jaargang, bladz. 15. 
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bijzonder geval van de eerste reeks van Hall, waarmede 
dan tevens blijkt, waarom aldaar de 8 moet weggelaten 


worden. 

NOORS. ROOT d. 
a Ll 1 X8 2 —=1l 
rt DR 12 X8 + 3 =—= 111 

be dl 123 X 8 + 4 = 1111 
TABAK Lb == 1111 1234: 9 D= 11111 
12345 X 7 4-6 == 111111 12345 X 8 J 6 == 111111 
F284D0 X 7 J- 7 == 1111111. 1284 OPS did 1 111 
1234567 MSS == LID. 
Uitbreiding van de 2e reeks. 
1 X(Nn—2) H1=n—l =nNn—l 
12 X(n —2) +2=(n +2) (n—2) +2 —=n.—? 
123 X (Nn —2)H-3—= (Nn? J 2n +3) (Nn —2) +3 —=n_n—g 
1234 X (Nn —2) +4 =(n3H An? + Bn + 4)(Nn—2)H-4 =nt— nl An—4 


12345 X (Nn —2) JD =—=(nt nst... )N—2) 45 =nd ns An? —3n—5 
NONE ANS Inn —6 
ni —nd— Ant — Ins — An? —bn—7. 


| 


BE il 2) et) Á 
Bl NATL BH nt Lan BL. (n — DN + (Nn —1) | Mm —2) 


| + @—l)= 
nn nr antr Dn AN (NBN (Nn 1) 
ROOT a. VOORN 
1 X6H1=7 1X7H4-1=8 
12 X 6 42 == 76 12 X 7 4-2 == 87 
123 X 6 + 3 — 765 123 X 7 +3 — 876 
1234 X 6 J- 4 — 7654 1234 X 7 4 —= 8765 
12845 X 6 + 5 == 76543 12345 X 7 J 5 == 87654 
123456 X 6 J- 6 — 765432 123456 X 7 J- 6 — 876543 
1234567 X 6 + 7 — 7654321. 1284667 X 7 4 7 —= 8765432 


12345678 X 7 J- 8 —= 87654321. 
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Behalve de genoemde reeksen van Hall, 


komt in Grave- 


laar’s „Opgaven” I No. 25 in het 10-tallig stelsel ook 


nog voor: 
Dn 
98 X 9 + 
087 X 9 + 
9876 X 9 + 
98765 X 9 + 
987654 X 9 + 
9876548 X 9 + 
98765482 X 9 + 


— 888888 

— 8888885 
1] == 88888888 
0 —= 8888888588 


9876543211 X 9 + (— 1) —= 8888888888. 
Uitbreiding hiervan op het x-tallig stelsel. 
Nn — 1) (n —1) + (Nn —3)=n nn) (nl). 
(0 — In HD) (Nn — 1) + (4) = 
—= ni n?__n—2=ln—2) (nl Ant-l). 


(MID? 4 (2D) A(N — 3) (rn — IH M—5)= 
=ni NS (Nn — VT 


BEDWED B SD nn 


DAE NIN == 


== ( 


nen nn! zhe nn 


D= 


Se n+-1), 


welke laatste vorm in het x-tallig stelsel geschreven wordt 
met n-cijfers elk gelijk aan n — 2. 


Voor n = 8. 


TX 5 =—=66 
16X 7 4 == 666 
165 X7 + 8 == 6666 
7654X 7 H 2 == 66666 
765438 X7 + 1 == 666666 
765432 X 7 O == 6666666 


7654321 X 7 + (— 1) = 66666666. 


Voor n= % 


BEL 6 
78E 4 
B76 HS 4 
3765 KX 8-3 SNE 
87654 XB 2 —=171717 
816548 X 8 1 —=11717 
87654828 O0 —=77711717 


87654321 X 8 + (—1)=771711117. 


Ook als volgt kan men regelmatige rekenkundige iden- 


titeiten vormen: 
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12 X 6 —6 X 1 — 66 
123 X 6 —6 X 12 — 666 
1254 X 6 —6 X 123 — 6666 
12845 X 6 — 6 X 1234 — 66666 
123456 X 6 — 6 X 12845 — 666666 


1234567 X 6 — 6 X 123456 == 6666666 
12845678 X 6 —6 X 1234567 == 66666666 
1238456789 X 6 — 6 X 12345678 — 666666666, 


waarin het cijfer 6 door elk ander cijfer kan vervangen 
worden. 

De betrekkingen dezer reeks gaan onveranderd door 
voor elk talstelsel, waarvan het grondtal hooger is dan 
het grootste er in voorkomende cijfer. 


bit de Theorie der Algebraïsche Vergelijkingen 


DOOR 


K. BES (Tilburg). 


(Vervolg van blz. 117, Gen jaargang). 


ERO DEE DKM EET: 


De Resten, die ontstaan bij het zoeken van den Grootsten 
Gemeenen Deeler van twee binaire Functiën door 
middel van deeling. 


S 123. De binaire functiën, die het onderwerp van de 
volgende beschouwingen zullen uitmaken, worden bij ver- 
korting voorgesteld door R en R‚, n.l.: 


R=a Haa ly ag Egt Har ay Has 


170), 
Rb Jb alg bg. A bmay tl + bmi y” Sai 


waarbij „ 2 m wordt aangenomen. 


Stelt men y==l, dan gaan de functiën R en R,‚ over in 
polynomiums met één veranderlijke van de graden » en m. 
Nog wordt aangenomen, dat a, en b,, alsmede aj en 


bp41 van nul verschillen. 
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Door de functie R achtereenvolgens te vermenigvuldigen 
met ak”, gnl, gh y2 yen de functie 
R‚ met ak, gmg, hm? 2 yk, gaan zij 
over in een stelsel van 2 k — m — n + 2 lineaire homogene 
functiën, waarin als veranderlijken optreden de k + 1 
argumenten eener binaire functie van den kden graad. Het 
is duidelijk, dat men voor Kk geen kleinere waarde kan 
nemen dan x. 

Voor k=md-n—l is het aantal lineaire homogene 
functiën, die men op deze wijze verkrijgt, gelijk aan 
dat der veranderlijken, n. l. ®m +. De assemblant der 
coëfficienten is in dit geval een determinant van de 
m + nde orde. 

Voor k<mJ-n—l is het aantal lineaire homogene 
functiën, kleiner dan het aantal veranderliĳjken; voor 
k>mt-n—l is het eerste aantal grooter dan het tweede. 

In het laatste geval zijn de lineaire homogene functiën, 
die men verkrijgt, steeds door k — (m + — 1) onaf- 
hankelijke lineaire betrekkingen verbonden, ook in geval 
de functiën R en R‚ onderling ondeelbaar zijn. Dit is geheel 
in overeenstemming met het medegedeelde in 8 71. Verder 
hangt het van den graad van den g. g. d. der functiën R 
en R‚ af, of de lineaire functiën, die men verkrijgt, onaf- 
hankelijk zijn of niet. 

Zijn de functiën R en R‚ onderling ondeelbaar, dan zijn 
de lineaire functiën, die men voor kS m + n— 1 verkrijgt, 
onafhankelijk van elkaar. | 

Is de g. g. d., der functiën R en R‚ van den graad k,, 
dan zijn de lineaire functiën, die men voor k=md-n—l 
verkrijgt, door A4 onaf hankelijke lineaire betrekkingen ver- 
bonden, terwijl voor Kk << m + n— 1 het aantal onaf- 
hankelijke lineaire functiën 2 k — m —n +2 — k, bedraagt. 

Voor de practische toepassing behoeft men k niet grooter 
te nemen dan m +-n — 1. 

S 124. Er kunnen zich nu twee gevallen voordoen: 

1. de functiën R en R‚ hebben een grootsten gemeenen 
deeler ; 

2. deze functiën zijn onderling ondeelbaar. 

In het eerste geval hebben de vergelijkingen R=0 en 
R, =0 gemeenschappelijke wortelstelsels, in het tweede 
geval niet. 

In S 71—74 is aangetoond, hoe men de gemeenschappelijke 
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wortelstelsels der vergelijkingen R=0 en R‚=—=0 bepalen 
kan. Uit die theorie volgt tevens, hoe men den g. g. d. 
der functiën R en R‚ kan vinden. 

Laat ons, om dit aan te toonen, terugkeeren tot het 
voorbeeld van S$72 en aannemen, dat de eerste leden der 
vergelijkingen (65) de functiën R en R‚ voorstellen; men 
heeft dan n = 4 en m=8. 

In het geval, dat de determinant (68) gelijk aan nul is, 
terwijl de determinanten der hoogste orde, bevat in den 
assemblant (67), niet alle gelijk aan nul zijn, wordt de 
g. g. d. der functiën R en R‚ voorgesteld door de eerste 
leden der vergelijkingen (72). 

Zijn alle determinanten der hoogste orde bevat in den 
assemblant (67) gelijk nul, terwijl zulks niet het geval is 
met alle determinanten der hoogste orde bevat in den 
assemblant (66), dan wordt de g. g. d. der functiën R en 
R,‚ voorgesteld door de eerste leden der vergelijkingen (71). 

Zijn alle determinanten der hoogste orde bevat in den 
assemblant (66) gelijk aan nul, dan is R deelbaar door R,‚ 
en is dus R,‚ zelf de g. g. d. van R en R‚. 

Is de determinant (68) niet gelijk aan nul, dan zijn de 
functiën R en R‚ onderling ondeelbaar. 

S 125. Alvorens tot meer algemeene beschouwingen over 
te gaan, wordt in het bijzondere geval, waarmede we ons 
in de vorige paragraaf bezighielden, het verband bepaald, 
dat tusschen de functiën (65), (71), (72) en den determi- 
nant (68) bestaat. Daartoe wordt de volgende notatie inge- 
voerd, daarbij van (71) en (72) telkens het eerste lid der 
eerste vergelijking nemende: 


R == arta ytaryl Ha ry day, 
Ry == bi bor yd bar yr d ba YP ) 
Ry == fAus U? + tAgs ny J- tA 54 Y2 : (171). 
R3 == Aer + PAsy : 
R, == A $ 


Vermenigvuldigt men de lineaire functiën, die door de 
rijen van den assemblant (66) worden voorgesteld, achter- 
eenvolgens met fAs,,, — fAiss, fAj4; en telt ze daarna 
op, dan verkrijgt men: 


SATOR - (—4A2 SAB) Ri ==? Ra (oee ve (172). 


3,4,5 
Vermenigvuldigt men de lineaire functiën, die door de 
rijen van den assemblant (67) worden voorgesteld, achter- 
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DAL ate 
eenvolgens met SAL, Aben 


ze daarna op, dan verkrijgt men: 
(SA re Lr Are DAR ee Re y?) R, =y* Rs (173). 
Vermenigvuldigt men de lineaire functiën, die door de 
rijen van den determinant (68) worden voorgesteld, achter- 
eenvolgenssmet SAS, — SA, GAS E BA 
en telt ze daarna op, dan verkrijgt men: 
(CATZ — GAF Ty J- BALYD) RF (BAT 13 FONT HE 
BAE LUZ + EATYI) BR, ZU Rr 
S 126. Het in S$ 124 verkregen resultaat volgt ook uit 
de identiteiten (172), (173) en (174). 
Uit (174) vloeit voort, dat R en R‚ onderling ondeelbaar 
zijn, als R‚ van nul verschilt, daar R4 eene constante is. 
Is echter R‚ = 0, terwijl Rs niet identiek nul is, dan 


volgt uit (173), dat R3 de g.g.d. is van R en R‚. In dit 
geval heeft men: 


BAS met DAA 


5AS 
Bor Afc en telt 


es tn Ten (175) 
Ard SAEY SAR Ee 
Is Rs identiek nul, terwijl zulks niet het geval is met 
Ry, zoo vloeit uit (172) voort, dat Ry de g. g. d. is van 
R en R‚. In dit geval heeft men: 


bej ge = z (176) 
(Ass)? Ar tAiy SAM SA UI HAEG HE 
Is Ry identiek nul, dan heeft men: 
R, — R 
== sh en 
Aas — fAiap U Hd ‘Agus U 


Ingeval een der functien (171) identiek nul is, is zulks 
met alle volgende functiën het geval. Dit vloeit onmiddellijk 
voort uit de samenstelling der determinanten, die als 
coëfficienten dier functiën optreden. 

S 127. Het verband, dat tusschen de functiën (171) be- 
staat, wordt aangegeven door de identieke betrekkingen 
(172), (173), (174). 

Deze vergelijkingen drukken uit, dat Ro, Rs, R4 de achter- 
eenvolgende resten zijn, die men verkrijgt bij het zoeken 
van den g.g.d. van R en R‚ door middel van deeling, wan- 


\ 
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neer men daarbij om breuken te vermijden, ieder deeltal 
vermenigvuldigt met de zooveelste macht van den coëfficient 
van den eersten term van den deeler, als het quotient 
termen zal bevatten, d.i. bij de functiën, die in de vorige 
paragraaf tot voorbeeld gediend hebben, telkens de tweede 
macht van dien coëfficient. 

Ten einde deze waarheid in het licht te stellen, worden 
aan de vergelijkingen (172), (173), (174) nog de twee 
eerstvolgende toegevoegd. Men verkrijgt dan het volgende 
stelsel identieke betrekkingen: 


1R + OR, Z= R, 
OR + 1 R, bf 
tA5sas R + fABsars wt tAD,4s5 9) Ro =y R,, (178). 
CAôro tr — Ai) R + CABo 2? — SAbso zy + SAE,6 9°) Ro =y* R3, 
CAfat—SAfayt+SAfg)R +H(Afat—tAjatyt+tAfay? —-CATG)R, ZR, 
Deze vergelijkingen kunnen beschouwd worden als een 
stelsel lineaire vergelijkingen met de twee onbekenden R 
en R,, die in de eerste leden voorkomen. Hieruit volgt, 
dat alle determinanten der hoogste orde bevat in den vol- 
genden assemblant nul (en wel identiek nul) moeten zijn. 
Eg =| 1 0 
— Ri 0 1 
—y Re, TA $r45 — Abas rt + AB as 4 (179). 
—y* R; SAiyo Tt — SAbso 4 SABso o? — PAôyo ZU + SAE‚5 97 
—R, Air AfayttAig? — Aja dtAf ny Abry? + CAT? 


Uit dezen assemblant kan men de vergelijkingen (172), 
(173), (174) als volgt terug verkrijgen. 

De drie eerste rijen vormen een determinant, die, gelijk 
aan nul gesteld, de vergelijking (172) levert. Evenzoo ver- 
krijgt men uit de eerste, tweede en vierde rij de ver- 
gelijking (178) en uit de eerste, tweede en vijfde rij de 
vergelijking (174) terug. 

Stelt men echter den determinant gevormd door de 
tweede, derde en vierde rij gelijk aan nul, dan verkrijgt 
men eene vergelijking, die het verband uitdrukt tusschen 
de functiën R,, Ro en R3, eene vergelijking, die men ook 
verkrijgt door uit (172) en (173) R te elimineeren. 

Evenzoo verkrijgt men uit de derde, vierde en vijfde rij 
van den assemblant (179) de vergelijking, die het verband 
uitdrukt tusschen Rs, Rs en R4, welke vergelijking ook 

Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. 16 


wid an U 
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verkregen wordt door eliminatie van R en R, uit (172), 
(173) en (174). 

S 128. Beschouwen we, alvorens tot ontwikkeling dezer 
. vergelijkingen over te gaan, de determinanten bevat in de 
laatste twee kolommen van den assemblant (179). Deze 
hebben twee eigenschappen, die voor de volgende ontwik- 
keling van belang zijn: 

1. De determinanten gevormd door twee opeenvolgende 
rijen van dezen assemblant zijn, afgezien van het teeken 
—J- of —, volkomen vierkanten, n. ll: 


C345 — 1, | 
NE En AT 
C Áz 45 bi, . (180). 
CL2ô —= Y2 (tA45)2, 
Ct — — 94 (GAG)? 


2. De determinanten gevormd door twee rijen, waar slechts 
één rij tusschen ligt, zijn lineaire homogene functiën van 
x en y,‚ vermenigvuldigd met eene macht van y, als volgt: 


CAB == ee xc ee deel Y=— Uy by 50 En (a, ba — Ag by) Yy ) | 
CUE — SAL, ov BA2 y = bi tArg wb tr — Or AE 
Ci2t — 4? | —tA,; SAg © + EE dAs — Ass SAg) 4 8 4 


Deze eigenschappen vloeien voort uit den ‘assemblant 
(179). Als voorbeeld zal telkens de laatste der betrekkingen 
(180) en 181) bewezen worden. Het bewijs der overige is 
daaraan volkomen gelijk. 

1. Berekening van C128, 

Uit den assemblant (179) neemt men den determinant, 
die door de tweede, vierde en vijfde rij gevormd wordt. 
Deze eeft de volgende identieke vergelijking: 


CUE Ry dy (CAL? — BAL ay EAS 4?) Ra — UP (Arg A — AE y)Ry=0. 


Daar R‚ van den derden, R3 van den eersten en R4 van 
den nulden graad is, blijkt hieruit, dat C128 alleen een 
term met y* kan bevatten. Ter bepaling van Cb23 stelt 
men vervolgens den coëfficient van x? gelijk aan nul, als 
volgt: 

bj Oh23 J- y*6AL, 5A, —= 0, 


waaruit men vindt, daar CA1, = b, SAg is: 
C123 — — yf (BAG)? 
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2. Berekening van Ch24, 

Hiervoor neemt men uit den assemblant (179) de tweede, 
derde en vijfde rij en ontwikkelt weder als boven. Men ver- 
krijgt dan de identieke vergelijking: 


C1,24 R; JL y?2 (GAL, 2 NNS 6A2, dij — GAS, y2) Ro 2 ye Ged R4 EE 0; 
Daar R,‚ van den derden, R, van den tweeden en R4 
van den nulden graad is, zoo blijkt hieruit, dat Ch2 
slechts twee termen bevat en dus van den vorm y? (Px + Qy) 
is. Ter bepaling van P en Q heeft men de vergelijkingen: 


bi En ie 4A 45 GAL, == 0, 
bo PH b, Q + tAgsSAl, —tA4s GAL — 0. 


Na eenige herleiding worden hieruit de in (181) voor P 
en Q vermelde waarden gevonden }). 

S 129. Laat ons nu de determinanten ontwikkelen, die 
gevormd worden door elke drie opeenvolgende rijen van 
den assemblant (179). 

Door substitutie der waarden vermeld in (180) en van 
die in (181) in algemeenen vorm, verkrijgt men onmid- 
dellijk uit de vergelijkingen : 


CHSR == CER, — 045 Ro y?, 


CH2ö R‚ == C18S Ry — Ch4ô Ro 44, Ee A PL) 
CL2,3 Ro et CL2t Rs WE C12,5 R4 48, | 
de navolgende: 
DER =S(Pye QV) Ri + Roy” , | 
GAL)Ri=(Por HQ) Rob? Bg?  ,( - - (183). 
(CAo)? Ro == (Pz 4 + Q3 4) R3 H (fA45)? Ry U? \ 


Uit deze vergelijkingen blijkt, dat Ry, Rs, R4 de resten 
der deelingen zijn van R door R‚, van R‚ door Ry, van 
Rs door Rs, wanneer men daarbij telkens vermenigvuldigt 


ID Uit den assemblant (179) kunnen door ontwikkeling van de 
determinanten, die daarin bevat zijn, talrijke betrekkingen worden 
afgeleid, die bestaan tusschen de determinanten bevat in de assem- 
blanten (66), (67), (68). Deze betrekkingen worden verkregen door de 
coëfficienten van de verschillende machten van x en y gelijk aan nul 
te stellen. 
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met het kwadraat van den coëfficient van den eersten term 
van den deeler. 5) 

S 130. De in de vorige paragrafen. ontwikkelde theorie, 
waarbij voor de duidelijkheid het bijzondere voorbeeld ge- 
nomen is, waarbij „ = 4, m == 8 is, is algemeen geldig, 
maar met dien verstande, dat er eenig verschil bestaat, _— 
naar gelang n — m even of oneven is, 

Om dit duidelijk te maken, wordt nog tot voorbeeld ge- 
nomen het geval, waarbij n = 5, m = 8 is. 

Bij de functiën: 


Raat yay Hasnys tag, | 
R‚= bid bra y dba ry? dba YS, 


Ro zE SA 5,6 02 En d A46 LY + S A45 y2, ere (184) 
Rs =bAr rv + bAgy, 
R4 TA, 


behooren nu de assemblanten: 
Uy Ag A3 Uy A5 ds 


KOOL Re a 2 ba da ra 


voor k =—= 6, RD te 


Aj Ao Az A4 A5 Ag 


bi bo b3 ba 
VOOr Krlbsib. db, 
b, ba bz ba 
b, Oa b3 bá 
b, ba b3 ba 


(187). 


1) Uit de vergelijkingen (183) blijkt tevens, welke factoren bij het 
zoeken van den g.g.d. door middel van deeling worden in- en weder 
afgevoerd. 
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Hieruit worden op dezelfde wijze als in het voorgaande 
voorbeeld de volgende identieke betrekkingen afgeleid: 


5A1 EAST a ONS ZEN en 
Arse BH Aiss 22 HS Aire DY Aise 4) Bj == — 49° Ro, 
1 
CAsr 2 — CA6r U) RH 
4. Een 
En U Aert Ar) Rij == Y Ray, ef (188), 
CALA? — TAZ ay HTAEYD) RH 
ETAGE TATRA R == Ry 
Vervolgens vormt men den assemblant: 
R : Eet 0 
Rs 0 hl 
y° R, SAf,56 — Alsoo #2 + Alsoo 2 —'Afs5ro 4° (189), 
y° R3 Afro — Airy SAjir 2? —tAêr arty + ABrryt — PAR ry? 
YR, TAlat—TAZay +IABY? — TA at TAZ ay —7A8 ov y? + 7AZ ay? — TAR 4* 


waarvan alle determinanten der hoogste orde identiek nul zijn, 

Door ontwikkeling van de determinanten gevormd door 
elke drie opeenvolgende rijen van dezen assemblant, ver- 
krijgt men de volgende identieke vergelijkingen: 


bj RR = Gre Lan AAPS LY H- Bte 4?) R, — Rs 4? 


se) Ri — (Ps 2 + Q5 4) Ro + bi° R3 YP „ (190), 
A (Ps © + Q3 4) R3 — (Aso)? R4 y? 
waaruit onmiddellijk te zien is, dat — Ro, R3 en — R4 


de resten zijn, die men verkrijgt bij het zoeken van den 
g.g.d van Ren R‚ door middel van deeling. 

S 131. Nemen we nu nog twee functiën van gelijken 
graad, b.v. n= Mm =4. 

De hierbij optredende vormen zijn: 


R =H y Jaz ty? Ja YS + As Y*, 
Ry == bi wt + ba 3 y Jbz ZY? H by wv YS + bs ys, 
R, =tAs4s 29 + fAoa5 WY H- tArgs U y° J tAr34 YP, 
Rs en S A56 2 ie SA 4,6 Ly Ie SA45 lip 

R4==6Ar © + 6AGy, 

R; =!A, 


(LSP 


waarbij de volgende assemblanten behooren: 


Ay 
MOO =— 0, 
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VOOR El A 


bo 
l 


bo 
el 


b 


bs 


A4 A5 


b4 Ds 
bz by bz 


(192), 


(193), 


(194), 


(195), 


Uit deze assemblanten leidt men gemakkelijk af,‚ dat 
tusschen de functiën (191) de volgende identieke betrek- 


kingen bestaan : 
b, R— a R, =-—y Rs 


CAias ee oAss v)R + (FA5 


3,4,5 


CA6r 7 — A6 AU TSA 4) RH 


LL Beed y) R, == y 3Rs 


FEAE 23 EAR ey BAY) RS 
(CALa3 —TAZT?y HAB gy? —TAEY) RH | 
+ (ADE TALLY F TALL YE TAS) RN 


Op dezelfde wijze als bij de voorgaande voorbeelden leidt 
men hieruit de identiteiten af: 


b, R=a, Ry — Roy 


(fA54,5) 2R, == (Po #7 + Qo 4) Ro + bj Ra y2, 
— (A56) Ro == (P3 2 + Q3 4) R3 — (fA3,4,5) 2R4 y°, 
(EA) °R3 == (P4 2 + Q4 9) R4 + (PA5,o) °R5 Y*, 


(197, 


(196). 
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waaruit blijkt, dat — Ro, R3, — R4, Rs de achtereenvolgende 
resten zijn, die men verkrijgt bij het zoeken van den g.g.d 
van R en R‚ door middel van deeling. 

S 132. De bewijsvoering, die bij de voorgaande voorbeel- 
den gevolgd is, laat zich ook toepassen op de algemeene 
functiën (170), waaruit men besluiten mag, dat de voor- 
gedragen theorie algemeen geldig is. 

Stelt men de functiën (170) weder door R en R‚ voor 
en de overige hierbij optredende functiën door Ry, R5, R4, 
enz., dan zijn in het geval, dat »—m oneven is, deze 
functiën zelf de resten, die men verkrijgt bij het zoeken 
van den g.g.d. van R en R‚ door middel van deeling en 
in het geval, dat n—m even of nul is, worden deze resten 
voorgesteld door — Ro, Rs, — R4, enz. In ieder voorkomend 
geval is men dus in staat deze resten onmiddellijk op te 
schrijven. 

Meerdere regelmaat kan nog verkregen worden door in 
de volgorde der rijen van de assemblanten eene kleine 
wijziging aan te brengen. Laat men in al de assemblanten 
de rijen der coëfficienten ontleend aan Ry, voorafgaan aan 
de rijen der coëfficienten ontleend aan R, dan ondergaan 
in het geval, dat #—m oneven is, de determinanten der 
hoogste orde, die in de assemblanten bevat zijn, geen ver- 
andering in waarde, terwijl in het geval, dat n—m even 
of nul ís, de determinanten der hoogste orde bevat in de 
assemblanten van oneven rangorde van teeken veranderen, 
terwijl die van even rangorde onveranderd blijven. 

Rangschikt men de rijen: der assemblanten op de aange- 
wezen wijze, dus eerst de coöfficienten van R‚, daarna die 
van R, dan worden de resten, die men bij het zoeken van 
den g.g.d. van R en R, door middel van deeling verkrijgt, 
steeds voorgesteld door Ry, Rs, R4, enz. 


VRAAGSTUKKEN. 


1. Bepaal de resten, die ontstaan bij het zoeken van 
den g.g.d. door middel van deeling voor de vormen: 
5322-15-99 en 637 12— ltr 15. 
Controleer, dat de factor, waarmede het deeltal van een 
der deelingen vermenigvuldigd wordt om die deeling in 
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geheelen te doen opgaan, weder als factor te voorschijn 
komt bij de rest der volgende deeling. 

2. Men vraagt de betrekkingen te ontwikkelen, die bestaan 
tusschen de determinanten bevat in de volgende assem- 
blanten: 


b, bs bg ba |’ Ay Ag As A4 Aj Ag Az Ay 
bi, ba b3 D4 é Aj Ag A3 O4 

b, Da bz ba 
b4 ba b3 ba 


3, Bepaal den g.g.d. van 
Lb — 552 —l en 
205 —rt_ rrd. 


HOOF DSE Geknnlk 


Het Onderzoek naar den Aard der Wortels eener 
Hoogere-machtsvergelijking. 


S 133. In hoofdstuk V is bewezen, dat eene hoogere- 
machtsvergelijking met één onbekende, wier coöfficienten 
tot het gebied der algebraïsche getallen behooren, een wortel 
heeft, die mede tot dit getallengebied behoort. Uit deze 
eigenschap wordt gemakkelijk afgeleid, dat eene hoogere- 
machtsvergelijking van den „den graad juist » wortels heeft. 

We stellen ons nu voor een kenmerk te vinden, waardoor 
men bepalen kan, hoeveel dezer wortels reöel en hoeveel 
imaginair zijn. 

Laat ons in de eerste plaats eene hoogere-machtsverge- 
lijking beschouwen, wier coëfficienten willekeurige (dus 
in het algemeen complexe) algebraïsche getallen zijn. Hier- 
voor kan de vergelijking (88) van $ 82 dienen. Deze gaat 
door substitutie der waarden (89) over in de vergelijking (90). 

Wordt aan de vergelijking (88) voldaan door een reëelen 
wortel, dan moet deze ook voldoen aan elk der verge- 
lijkingen (93) en omgekeerd, hebben de vergelijkingen (93) 
een reëelen wortel gemeenschappelijk, dan is deze ook een 
wortel der vergelijking (88). 
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Het onderzoek naar de reëele wortels eener hoogere- 
machtsvergelijking, wier coöfficienten willekeurige algebra- 
ische getallen zijn, komt dus neer op het bepalen der 
gemeenschappelijke wortels van twee hoogere-machtsverge- 
lijkingen met reëele coëfficienten. Dit vraagstuk is in hoofd- 
stuk IV, S$71 en vervolgens, volledig opgelost. 

Door toepassing van de daar behandelde theorie wordt 
het onderzoek naar de reöele wortels eener hoogere-machts- 
vergelijking, wier coëfficienten getallen zijn van den vorm 
b + ci, teruggebracht tot het bepalen van de reöele wortels 
eener hoogere-machtsvergelijking, wier coëfficienten reëele 
getallen zijn. Dit bijzondere geval, waarmede onze leerboeken 
der hoogere algebra zich uitsluitend bezighouden, zal nu in 
beschouwing worden genomen. 

S 134. De eigenschappen der wortels eener hoogere-machts- 
vergelijking met reëele coëfficienten, alsmede de theorema's 
van Descartes, Rolle, Sturm en anderen, die op deze soort 
van vergelijkingen betrekking hebben, worden als bekend 
verondersteld. Van de vergelijking (88) wordt in het ver- 
volg verondersteld, dat de coëfficienten reëele getallen zijn, 
terwijl „, evenals vroeger, als een geheel positief getal 
gedacht wordt. 

Om den aard der wortels van zoodanige vergelijking te 
onderzoeken, gaan we uit van het theorema van Sturm, 
dat in zijne toepassing volkomen zekerheid aanbiedt. 

De hierbij voorkomende bewerking heeft veel overeenkomst 
met het zoeken van den grootsten gemeenen deeler door 
middel van deeling, echter met dit verschil, dat de resten, 
die hierbij ontstaan, in tegengestelden toestand worden ge- 
nomen en aldus gewijzigd als nieuwe deelers worden gebruikt. 
Deze zijn de zoogenaamde Stwrm'sche functiën. 

Stelt men ze achtereenvolgens voor door X, X4, Xo, 
Xs, X4, enz, waarbij X het eerste lid der hoogere-machts- 
vergelijking en X, de afgeleide van X ten opzichte van de 
onbekende der vergelijking beteekent, en stelt men de 
achtereenvolgende resten, die bij het zoeken van den g.g.d. 
door middel van deeling ontstaan, door Ry, Rs, R4, enz. 
voor, dan bestaan de volgende betrekkingen: 
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X9 == -— Ro, 
ie 
en EREA 2 
Ninke, 
Krin 
enz. 


De juistheid hiervan kan als volgt bewezen worden. 

Wordt in eene deeling de deeler van teeken veranderd, 
maar het deeltal niet, dan verandert ook het quotient van 
teeken en blijft de rest onveranderd. 

Worden deeler en deeltal beide van teeken veranderd, 
dan blijft het quotient onveranderd, maar verandert de 
rest van teeken. 

Wordt het deeltal van teeken veranderd, maar de deeler 
niet, dan veranderen zoowel het quotient als de rest van 


_ teeken. 


Men heeft nu vooreerst X9 == — Ro. | 

Inplaats van X, door Ro te deelen, deelt men X, door 
X; hierdoor verandert de rest niet. Men heeft dus weder 
X3 == — Ra. 

Daarna deelt men X9 door X3 in plaatsj van Ro door R3; 
hierdoor verandert de rest van teeken. Men heeft dus 
X, == Re 

Vervolgens deelt men X3 door X4, in plaats van R3 door 
R‚; hierdoor verandert de rest van teeken. Men heeft dus 
weder X;==kRs. En zoo voort. 

Met behulp van hetgeen in het vorige hoofdstuk geleerd 
is, is men nu in staat de Sturm’sche functiën onmiddellijk 


op te schrijven, hetwelk voor de practische toepassing nog. 


al van belang is. 

S 185. Als voorbeeld wordt weder genomen de vergelijking 
(88), welke, homogeen gemaakt, den volgenden vorm aan- 
neemt: 


bree ng dage Eje ete! Hanif T 0... (199). 


Stelt men de functie, die het eerste lid dezer vergelijking 
vormt, kortweg door f en hare afgeleiden naar x en naar 
YadOor en Íy voor, dan bestaat de identieke betrekking: 


nf == fs + yfy Bd en et 


waaruit blijkt, dat de resten, die men verkrijgt bij het 
zoeken van den g.g.d. van fen fj, door middel van deeling 


ki 
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dezelfde zijn als die, welke men verkrijgt bij het zoeken 
van den g.g.d. van f, en fy. 

Men brengt nu ook in toepassing de opmerking, die aan 
het slot van het vorige hoofdstuk gemaakt is, aangaande 
de verwisseling der rijen van coëfficienten van R en R,‚ in 
de te bezigen assemblanten, ten einde steeds resten te 
verkrijgen, die van het positieve teeken te voorzien zijn. 

Was het te doen om voor de functiën: 


R ad! ne anp Te (nlet nat | 


| EN En aje ® (201) 
R,=najx LL naar” 2 Ln Zas are lr ta, 
| de resten te bepalen, die men verkrijgt bij het zoeken van 
| den g.g.d. door middel van deeling, dan zou men, in over- 
| eenstemming met het verhandelde in het vorige hoofdstuk, 
de volgende assemblanten opstellen: 
b voor k=n—l, 
nog (N—l)ag (n—2)az..…. 2 aj &, 
Ag 243 Say zen ls (n—l) Ln Nn en À 
VOOr k=—=n, 
Noy (n—l)ag (Nn—2) az... a; @, 
no (n—l)ag.... 3a,_5 24, 4 @, 
| A 2d3 3 dy..….(n—lja, 7 O1 d 
3 
| a 2 ag... (N—2)a (n—l)a, na 
‚ voor k=n tl 
_ |ra, (n—l)ag (n—2) az... 2a_; a, 
| na, (n—l) Ag... 3a,_5 24, 4 a, 
î MN Aiesekes 4d, 3 a) Ae 2 Ui %% 
| dg 243 3 dy. (la, NAi ì 
j Ag Zag... (n—2a, , Mia, NO 


Ago (nag Da, ; P—Da, Ha, 


enz. 
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waaruit bedoelde resten onmiddellijk kunnen worden opge- 
schreven. | 

Nu het echter te doen is om onmiddellijk de Sturm’sche 
functiën op te stellen, moet men rekening. houden met de 
betrekkingen (198). 

Wat de opvolging der teekens +- en — betreft, kan men 
hierin nog eenige vereenvoudiging aanbrengen door de rijen 
der assemblanten (202) op eene andere wijze te rangschikken. 
Daartoe neemt men de rijen gevormd door de coëfficienten 
der functie R‚ en die gevormd door de coöfficienten der 
functie R om de ander, en wel, eerst eene rij coöfficienten 
van R,, daarna een van R, enz. Men verkrijgt dan de vol- 
gende assemblanten: 


voor k=n—l, 


Nay M—l)ds (n—2)az 2 A % 
Ag 2as 3a4…. mla, NA 1 
MOOD E10, 
na, M—l)ag (n—2)az..… 2 A a, 
O5 243 8 A4... (n—]1) a, NA 1 
na, N—l)ag..…. 84,5 da, 4 4, / 
ds 243... M—2) Ai n—lja, NA 1 
voork=n 1, 
NA, N—l)ay (n—2)az...… 2 Ai An 
dg 2d3 S A4... M—l) a, NA 1 
na, (n—l)ag...…. a) A 2a,_4 a, 
do 2d3 .….. (n—2) Ai (n—l)a NA 1 
Nare .°t d Q_s 8d, 2a, 4 a, 
dg... (N—8) A (n— da, n— la, na, Hi 
enz. 


Maakt men bij het opstellen der resten, die men verkrijgt 
bij het zoeken van den g.g.d. der functiën (201) door middel 


(208), 
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van deeling, gebruik van de assemblanten (203) in plaats 
van die van (202), dan veranderen de resten R3 en R4‚ van 
teeken, Rs en Re niet, maar R‚, en Rg weer wel, enz. De 
Sturm’sche functiën, behoorende bij de vergelijking (88), 
worden dan bepaald door: 


le R) 


A= Bo 

X5 == -— Ra RUNEN ae rorknields 11/0204). 
Xs== R3 

X4 == — R4 

Xs== Rs, enz. 


(Wordt vervolgd). 


Nog een oplossing van een bekend vraagstuk 


DOOR 


De. G. J. D. MOUNIER, (Utrecht). 


In het Wiskundig Tijdschrift, dezen jaargang, bladzijde 
118, worden een zestal oplossingen gegeven van het volgende 
vraagstuk. 

Tusschen de opstaande zijden BC en AC van een A ABC 
een lijn DE te trekken, zóó, dat men heeft BD = DE = EA. 

Twee der gegeven oplossingen dragen tot opschrift: Op- 
lossing door gelijkvormige figuren. Aan deze twee wensch 
ik een derde toe te voegen, die bij hetzelfde opschrift kan 
worden ondergebracht en zich van de evenbedoelde m. i. 
hierdoor onderscheidt, dat zij meer nog dan deze vlak voor 
de hand ligt. 

Denkt men zich toch de constructie verricht, dan is 
A ABC verdeeld in twee figuren, namelijk A ECD en wvier- 
hoek AEDB. In deze laatste zijn bekend: 4 A, 4 B en 
AE = ED —= DB, als één dezer zijden gegeven is, dus vijf 
elementen, mits natuurlijk de zooeven gestelde voorwaarde 


254 


is vervuld. Geeft men nu bijvoorbeeld AE, dan kan de 
vierhoek geconstrueerd worden. Voor elke andere aan AL 
toe te kennen waarde verkrijgt men een anderen vierhoek, 
maar, daar al deze vierhoeken van de lengte van één 
enkele lijn afhangen, zijn zij gelijkvormig. Men kan dus 
een vierhoek construeeren gelijkvormig aan AEDB. Zet daar- 
toe op AC een willekeurige lengte AE’ af. Trek uit E’ 
een lijn evenwijdig aan CB en zet daar een stuk EF —= AE 
op af. Trek nu uit F met AE’ als straal een cirkelboog, 
die AB tusschen de evenwijdige lijnen in B’ snijdt. Ver- 
eenig nu F met B’. Men kan nu E'D' // FB' en BD’ (/ EF 
trekken en vindt dan den vierhoek AE'D'B', die geliĳjkvor- 
mig is aan AEDB. Voor de constructie zelf is het trekken 
der laatste twee lijnen niet noodig; zij hebben alleen be- 
teekenis voor haar verklaring. Vereenig nu B’ met E’, 
trek BE / B'E’ en vervolgens ED // FB. De gevraagde 


punten D en E zijn dan gevonden. Men heeft namelijk 


AEDB gelijkvormig aan AED B’ en dus AE —= ED — DB. 

Hoe men ook het punt E‚, waarvan bij de andere con- 
structiën sprake was, hier kan vinden, is zóó duidelijk, dat 
wij het opsporen daarvan aan de lezers kunnen overlaten. 

Zooals men ziet, is de hier medegedeelde constructie ook 
een Oplossing door gelijkvormige figuren; maar eenvoudiger 
dan de beide andere, daar een der twee aan elkaâr gelijk- 
vormige figuren een vierhoek is, die in elk geval in de 
constructie moet voorkomen, ook als daarbij een geheel 
andere weg wordt ingeslagen. De geheele gedachtengang 
komt mij ook eenvoudiger voor dan die, welke bij de andere 
constructiën is gevolgd. 

Wanneer het punt B’ niet tusschen de evenwijdige lijnen 
kan worden gevonden, verricht men de canstructie door 
van de opstaande zijde BC en niet van AC uit te gaan. 


bit Buitenlandsche Tijdschriften. 


114. Stereometrische Analoga met planimetrische stellingen. 


1. Den afstand e,‚ der middelpunten van om- en inge- 
schreven cirkels vindt men uit: @=r(r— 2e), en dien 
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der om- en een der aangeschreven cirkels uit €? = 1 (r + 20). 

Voor een regelmatige #-zijdige pyramide, hoogte Jh, 
straal ingeschreven cirkel van het grondvlak a, straal 
omgeschreven bol 7, ingeschreven bol o, afstand der middel- 
punten E‚, heeft men 


Ei (r — gd esee >) (r — g — 050C —) 


en als e, de straal is van den bol die het grondvlak en de 


verlengde zijvlakken raakt, en E„ de afstand van diens 
middelpunt tot dat van den omgeschreven bol: 


77 Tr 
B = (r + Og dn @g SOC) Dm Qg SeC …). 


Voor n == OO, dus voor een kegel wordt dit: 
El = r(r — 20), Ej == r(r + 2e) 
2. Voor een vierhoek, waarin en waarom een cirkel kan 
beschreven worden, is 
dmt NE 
Voor een afgeknotte pyramide met om- en ingeschreven 
bol is . 


Es — 12 + 02 — 0 V412 + ò? sect 5, 
Wordt ” == OO, dan vindt men voor een afgeknotten 
kegel : 
Es —= 12 + 02 — o Vár? + 2. 
Dr.P.v. Schaewen in Zeitschr. fr das Realschulwesen 1909, blz.7. 


115. In de Annaes Scientificos da Academia Polytechnica do 
Porto, Volume V, No. 2, 1910, bladz. 84 spreekt Dr. 
J. Rose over „La courbe aréolaire d'une courbe donnée.” 
Een punt M, dat over een scheeve kromme beweegt, wordt 
verbonden met een vast punt Os; in een oneindig kleinen 
tijd doorloopt OM een sector, waarvan het oppervlak in 
grootte en richting wordt aangegeven door een vector. Het 
vrije uiteinde van dezen doorloopt een kromme, die de aréolaire 
(oppervlakskromme) van de eerste wordt genoemd. De torsie- 
straal in eenig punt der oppervlakskromme is gelijk aan 
de helft van de tweede macht van den overeenkomstigen 
voerstraal der gegeven kromme. Is deze op een bol gelegen, 
dan is de oppervlakskromme een lijn met constante torsie. 
Dr. R. geeft toepassing op een loxodromische lijn en de clélie. 

Erde VAES. 
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Boekbespreking. 


J. BADON GHYBEN. Gronden der Beschrijvende Meetkunde 
bewerkt door N. C. Grotendorst en J. W. C. Beelenkamp. 
Negende druk. 2e deel. Tekst met Atlas, 1909. Breda, De 
Konkl. Mil. Ac. 

De goede eigenschappen van dit werk zijn zoo algemeen 
bekend, dat volstaan kan worden met enkele mededeelingen 
omtrent den inhoud. In rechte projectie: bol, algemeene 
beschouwingen over kromme lijnen en gebogen oppervlakken, 
kegel en cilindervlakken, ontwikkelbare opp., omwentelings- 
opp., scheeve opp., doorsnijding van gebogen oppervlakken, 
schaduwen. 

Verder perspectief, axonometrie, cavaliere perspectief. 
Hoewel geschreven voor de leerlingen der Kon. Mil. Ac. te 
Breda, is het werk ook zeer geschikt voor studeerenden te 
Delft en voor acte-examen. 


N. C. GrOTENDORST. Beginselen der waarschijnlijkheids- 
rekening en van de Theorie der fouten, 2e druk. Breda, 
De Kon. Mil. Ac. 1910. 

Na een inleiding betreffende permutatiën en combinatiën, 
de thètafunctie met een verkorte tabel van deze en de 
formule van Sterling, wordt de waarschijnlijkheidsrekening 
zeer geleidelijk ontwikkeld. 

Het doel waarmede het werk geschreven is, (nl. ten 
behoeve van het onderwijs aan aanstaande officieren) brengt. 
mede, dat een aantal vraagstukken op krijgskundig gebied 
worden aangetroffen. Toch zijn deze niet overwegend, maar 
zijn een groot aantal uitgewerkte vraagstukken, en vraag: 
stukken ter oplossing van anderen aard opgenomen. 

De waarschijnlijkheidsrekening à priori, enkelvoudig en 
samengesteld, wordt door ruim twintig voorbeelden (met 
figuren) toegelicht, terwijl 50 vraagstukken worden opge- 
geven. Onder de twintig komt het vraagstuk voor omtrent 
de kans, dat de drie stukken, waarin een rechte lijn ver- 
deeld kan worden een driehoek kunnen vormen, en het 
vraagstuk, waarmede men zr door proefneming kan vinden. 
(Zie W.T. 4en jg., bladz. 70, vraagstuk 161, Sen jg., 
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bladz. 166, en fig. 4, 2en jg, bladz. 74). Ook de waarschijn- 
lijkheidskromme komt ter sprake. 

De waarschijnlijkheidsrekening à posteriori omvat een 
viertal voorbeelden en 10 vraagstukken ter oplossing. Bij 
de bepaling van de wet der fouten wordt uitgegaan van 
de hypothese van Gauss; de trefkans bij vuurmonden 
wordt afzonderlijk behandeld en uitgewerkt. Het laatste 
hoofdstuk, methode der kleinste kwadraten wordt gevolgd 
door een schema der normaalvergelijkingen volgens Ganss, 
terwijl enkele aanteekeningen het boek besluiten. 


Dr. JOHANNES SCHRÖDER. Beitrage zur Anwendung des 
graphischen Verfahrens im mathematischen Unterricht. &) 

Beilage zum Jahresbericht der Oberrealschule vor dem 
Holstentore, Hamburg. 1909. 

In een inleiding deelt Schr. mede, dat hij eerst van 
meening was, dat de hervormingsplannen van Klein en 
anderen het functiebegrip te vroeg wilden doen optreden 
in het onderwijs, maar dat hij door ervaring inzicht ge- 
komen is, dat graphischen voorstellingen „eine ganz eigen- 
artige, die Schüler in hohem Masze fesselnde Kraft inne- 
wohnt”, en reeds vroeg kunnen worden ingelascht, mits 
men slechts zorgt, niet uitsluitend er mede te werken. 

Eén gedeelte van de Beilage was nog niet door Schr. in 
de klasse behandeld bij het gereed maken van het geschrift, 
n.l. de toepassing op interestrekening; het overige is hem 
door ervaring bruikbaar gebleken, n. l.: bewegingsvraag- 
stukken met één en twee onbekenden, de logarithmische 
lijn, toepassingen op boldriehoeksmeting (cosmographie). 
Een 18-tal figuren op millimeterpapier zijn bijgevoegd. Een 
paar lezenswaardige paragraphen: „Uber den Wert des 
graphischen Verfahrens”, en „Zur Ausgestaltung der graphi- 
schen Methode” gaan aan de toepassingen vooraf. 


1) In Duitschland wordt nog steeds de gewoonte gevolgd om in 
programma’s van Gymnasia en Realschulen een studie over een of 
ander op te nemen. In ons land bestaat die gewoonte slechts aan 
enkele gymnasia, en dan nog niet eens regelmatig. Zou iemand 
kunnen mededeelen, wat de oorsprong is van die gewoonte. Was het 
in den aanvang de bedoeling den leerling van nut te zijn? Thans 
gaat de meeste verhandelingen waarschijnlijk wel over de hoofden 
der leerlingen heen. 


Wiskundig Tijdschrift, 6e Jaargang. F7 
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Dr. ERNST SCHÖNER. Studien zur Wurfslinie. 

Programm des Kgl. humanistischen Gymnasiums zu Er- 
langen für das Schuljahr 1907/08. 

In 65 bladz. behandelt Schr. langs analytischen weg (met 
diff. en int. rekening) een aantal bijzonderheden van den 
(theoretischen) kogelbaan. 


THEODOR GLAUNER. Die Bedeutung der Mathematik und 
der Naturwissenschaften für die allgemeine Bildung. 

Programm des Melanchton-Gymnasiums zu Wittenberg, 
Ostern 1907. 

Schrijver bespreekt in groote trekken de hoofdpunten 
der geschiedenis van wiskunde en natuurwetenschappen, 
nadruk leggend op de hoofdmomenten. Daartusschen door 
vlecht hij opmerkingen in omtrent het tegenwoordige onder- 
wijs. De „glänzende Unpopularität” der wiskunde, zoekt 
hij in het onderwijs daarvan; het niveau daarvan stelt hij 
gelijk met dat ten tijde der hervorming (behoudens de 
toevoeging van enkele gedeelten, bijv. logarithmen), daar 
zij nog steeds berust op de grieksche opvatting, die meer 
op de feiten let dan op de methode, en meer op het kennen 
nadruk legt dan op het kunnen. De wiskunde heeft zich 
meer ontwikkeld in de indisch-arabische richting, maar de 
schoolwiskunde ‘heeft een eigen weg gevolgd. Het tegen- 
woordige onderwijs zal op den leerling den indruk maken 
van een riviertje, dat in het zand verloopt; het toekom- 
stige zal vermoedelijk gelijken op een breeden stroom. 
Eigenaardig is het, dat leerboeken voor scheikunde nog 
worden aangeprezen als geen wiskunde bevattende, terwijl 
de natuurkunde voortdurend met functies werkt. 

Het is niet doenlijk het geheele, belangrijk geschrift, op 
den voet te volgen; er zouden dan groote gedeelten moeten 
worden overgenomen. Wie in het wiskunde-onderwijs be- 
langstelt, zal het na lezing zeker nog wel herlezen. 


W. FRANZ Meyer. Allgemeine Formen- und Invari- 
antentheorie. IT Band, Binäre Formen. Sammlung Schubert 
KERKTEN. 

In het eerste gedeelte van dit boek wordt de theorie 
ontwikkeld waarbij uitgegaan wordt van de oplossing eener 
vierkantsvergelijking. Een andere schrijfwijze van een 
tweedengraads-vorm voert tot de involutie, en deze tot de 
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dubbelverhouding, waarvan een bijzonder geval, nl. de 
harmonische leidt tot spreken over een invariant. 

Het zoeken van een paar waarden, dat tegelijk harmonisch 
is ten opzichte van twee gegeven paren geeft aanleiding 
tot het gebruiken van den functionaaldeterminant, die het 
eerste voorbeeld is van een invariant. Als eenvoudiger 
voorbeelden volgen het invariant zijn van een verschil ten 
opzichte van een lineaire substitutie, die met een ver- 
schuiving (translatie) overeenkomt. Naast deze wordt de 
substitutie gesteld, die overeenkomt met homothetische 
verandering (Streckung). 

De daaruit afgeleide meer algemeene substitutie, wordt 
vervangen door een homogene, terwijl de niet-homogene 
voeren tot spreken over elementen, die met zichzelf overeen- 
komen. 

Het tweede gedeelte behandelt differentiaalvergelijkingen 
voor invarianten van binaire vormen, waarbij eerst de 
karakteristische vergelijkingen voor translatie en homo- 
thetische verandering, en sem-invarianten ter sprake komen, 
en daarna een uitbreiding van het begrip „invariant’”’ wordt 
gegeven, terwijl ten slotte de invarianten beschouwd worden 
als symmetrische functies der wortels. 

Een aanhangsel van het eerste gedeelte geeft symbolische 
voorstelling, een van het tweede gedeelte geeft de hoofd- 
eigenschap van de symboliek. Een literatuur-opgaaf is toe- 
gevoegd. 


Generalregister 1859—1908 (udgivet paa Carlsbergfondets 
Bekostning) van het Nyt Tidsskrift for Matematik, Redi- 
geret af C. JurL og V. Trrer. Köbenhavn, 1909. 

Dit personen- en zaakregister bevat inhoudsopgave van 
drie tijdschriften : 

Mathematisk Tidsskrift 1859—’64, 

Tidsskrift for Mathematik 1865—’88 (waarvan de laatste 
jaargang zich ook over 1889 uitstrekt), en Nyt Tidsskrift 
for Mathematik 1890—1908. 

In het personenregister treft men hier en daar een hol- 
landschen naam. 

Bij het doorbladeren betreurt men dat er nog geen wereld- 
taal gebruikt wordt voor wiskundige (en andere weten- 
schappelijke) artikelen. Men zou gaarne kennis nemen van 
een of ander onderwerp, maar schrikt terug voor het tijd- 
roovende eener vertaling. 
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RODOLPHE GUIMARÂES. Les Mathématiques en Portugal. 
Deuxième Edition, soigneusement revue et très considérable- 
ment augmentée. Coïmbre, imprimerie de l'Université, 1909. 

Ongeveer 100 bladzijden zijn gewijd aan de geschiedenis 
der wiskunde in Portugal, waarbij telkens een klein tijd- 
perk behandeld is. De thans nog levende wiskundigen 
worden niet besproken, alleen wordt de naam van Gomes 
Teixeira genoemd als hoofdpersoon. t). 

Een 550 bladzijden bevatten opgaven van geschriften van 
portugeesche wiskundigen, (verdeeld volgens de classificatie 
van het Répertoire bibliographique der sciences mathéma- 
tiques), een supplement daarbij, enkeie aanteekeningen 
omtrent schrijvers, en een aanhangsel betreffende de periode 
1906—1908 (welke blijkbaar niet zeer vruchtbaar is geweest). 

Bij een aantal geschriften zijn mededeelingen gedaan 
omtrent den inhoud, of op- of aanmerkingen gemaakt. 

Het werk, dat den schrijver zeker jaren arbeid zal ge- 
kost hebben, blijft van veel waarde voor de toekomst. 

In ons land ontbreekt zulk een werk; zou er niemand 
te vinden zijn, die het durft te ondernemen? 


Davip EUGENE SMITH. The teaching of arithmetic. Published 
by Teachers College, Columbia University, New-York 
City, 1909. 

De laatste acht hoofdstukken hiervan bevatten een leer- 
plan voor het onderwijs in rekenen aan de Amerikaansche 
lagere scholen, en zijn dus voor de lezers van het W. T. 
niet van onmiddellijk belang. De daaraan voorafgaande 14 
hoofdstukken zijn echter zeer lezenswaard voor leeraren, 
ook al geven ze niet in het bijzonder les in rekenkunde, 
omdat de inhoud er van geldt voor alle landen en alle. 
tijden. 

Een zeer kort overzicht van de geschiedenis van het 
rekenen gaat vooraf, dan volgt „de reden, waarom men 
moet leeren rekenen”; wat het onderwijs in rekenen moet 
omvatten; de aard der vraagstukken; enz. 

Een der hoofdstukken bespreekt groote beginselen bij het 
onderwijs; een volgend behandelt onderwerpen, die nog 
moeten worden onderzocht, bijv. in hoeverre spelen kunnen 
dienen om het onderwijs in rekenen te steunen; in welke 
zaken de kinderen der verschillende leerjaren belang stellen ; 


1) Men zie W.T, 5en jg., bladz. 101, en 6en jg., bladz. 68. 
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hoe grooten tijd aan rekenen moet worden besteed; hoeveel 
tijd aan hoofdrekenen moet worden besteed in verhouding 
tot het schriftelijk; enz. Aan het slot van een aantal 
hoofdstukken is een lijst van geschriften genoemd, die be- 
trekking hebben op het besproken onderwerp. 

De schrijver van dit boek is een specialiteit op het ge- 
bied van onderwijs, meer in ’t bizonder van rekenkunde. 
Een rekenboek voor de lagere school van zijn hand, is 
— in overeenstemming met rekenboekjes uit de 15e en 16e 
eeuw — versierd met plaatjes. 

Onder den titel „Rara Arithmetica” is door hem een 
catalogus samengesteld van rekenboeken vóór 1601, met 
een beschrijving van die welke voorkomen in de bibliotheek 
van George A. Plimpton, New York. 

Een portefeuille bevattende de portretten van Thales, 
Pythagoras, Euclides, Archimedes, Descartes, Newton, 
Napier en Pascal is door hem uitgegeven. 

Eveneens (te samen met W. W. Bennan) de Geometric 
Exercises in Paper-Folding van Sundara Row, terwijl het 
vorige jaar een tentoonstelling door hem is gehouden 
betreffende de geschiedkundige ontwikkeling van de wis- 
kunde. 

De internationale commissie voor het onderzoek naar den 
toestand van het wiskunde onderwijs, werd op zijn aan- 
sporing in het leven geroepen. 


The fourth dimension simply explained. With an intro- 
duection and editorial notes by Henry P. MANNING, Ph. D. 

New York, Munn &Cy 1910. f 5.25. 

In 1909 stelde iemand een prijs beschikbaar van 500 
dollars voor de beste populaire verhandeling over de vierde 
dimensie. De redactie van de Scientific American, in wier 
handen de zaak gesteld was, benoemde twee scheidsrechters 
om de ingekomen antwoorden te onderzoeken. Van uit alle 
streken der wereld werden opstellen ingezonden, ten getale 
van 245. Een en twintig hiervan werden met dat, waaraan 
de prijs werd toegekend, vereenigd tot een boekwerk, 
waarin de eigenschappen der vierde dimensie van zeer ver- 
schillende zijden worden bekeken. 

De prijswinner is een Amerikaan, van de een en twintig 
opstellen zijn 18 geschreven door Amerikanen, een door 
een Engelschman, een door een Hollander, terwijl van het 
overblijvende de landaard niet blijkt. 
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De opstellen, die elk ongeveer 10 bladz. druks beslaan, 
zijn door de redactie voorzien van opschriften, bijv.: How 
the fourth dimension may be studied; Length, breadth, 
thickness, and then what?; The fourth dimension alge- 
braically considered; Difficulties in imagining the fourth 
dimension; Some fourth dimension curiosities; The fourth 
dimension, the playground of mathematics; A pupil in 
geometry quizzes his teacher about the fourth dimension; 
The fairyland of the fourth dimension. | 

Zooals men ziet, zijn de titels gekozen om lezers te 
trekken. 

In een inleiding van 48 bladz. geeft H. P. Manning een 
overzicht van de wiskunde, voor zoover ze in verband 
staat met het onderwerp, en tevens een opgave van niet- 
wiskundige literatuur er over. 

Lezers, die nog niet veel gelezen hebben over de vierde 
dimensie, zullen goed doen, die inleiding even te doorloopen, 
maar eerst dan goed door te werken, als het overige deel 
van het boek gelezen is. Want zij geeft beknopt weer, 
wat in de opstellen meer uitgewerkt besproken en door 
voorbeelden toegelicht is. 

Het opstel, waaraan de prijs toegekend is, zal waar- 
schijnlijk niet door iedereen als het beste worden beschouwd; 
de schrijver begint dadelijk met het aannemen van een 
punt buiten de drie-dimensionale ruimte, zoodat hij feitelijk 
gebruik gemaakt van datgene, wat volgens de prijsvraag 
moest worden duidelijk gemaakt voor leeken. 


C. SAUTREAUX. Essai sur les Axiomes des Mathématiques 
(Etude critique élémentaire). 

Grenoble, A. Gratier en J. Rey, 1909. 79 bladz. 3 frs., 
cart. 4 frs. 

Zooals in de voorgaande bespreking reeds werd opgemerkt 
bestaan er omtrent de grondslagen der wiskunde twee 
richtingen; een van deze richtingen beschouwt alle grond- 
begrippen als ontleend aan de experimentale natuurkunde. 

Hiertegen komt de schrijver op in zijn met fransche 
helderheid geschreven brochure. 

De axioma’s van de elementaire mechanica brengt hij 
terug tot éen, van de axioma’s der meetkunde doet hij 
twee vervallen. De ruimte wordt door schr. opgevat als een 
voorstelling, door den wiskundige bedacht; zij moet dus 
niet verward worden met de door ons waargenomen ruimte, 


268 


waartoe ze zich verhoudt als een wiskundige lijn tot een 
gespannen draad. Die wiskundige ruimte is onbewegelijk ; 
doordien men ze verward heeft met de physische ruimte 
zijn er onnauwkeurige opvattingen ontstaan. 

Vat men de meetkunde op als een kinematica zonder het 
begrip van tijd, dan rijst van zelf de vraag om de grond- 
slagen van de meetkunde te zoeken in de mechanica, en 
het blijkt dan dat het begrip „inertie” nauw verwant is 
met dat van „rechte lijn. Schr. begint daarom met een 
verklaring van het begrip „inertie”, en toont aan dat het 
eenparig zijn van de beweging van een lichaam, waarop 
geen krachten werken, een logisch gevolg is van wat de 
philosophie noemt „de voldoende redeneering”. 

Uit een uitbreiding die schr. geeft, volgt dan als definitie: 
dat een rechte lijn, de weg is, doorloopen door een lichaam, 
waarop geen krachten werken, terwijl de bestaande bepaling 
van rechte lijn (als door 2 punten bepaald te zijn) een 
stelling wordt, waarvan een bewijs wordt gegeven. 

Tevens volgt er uit: de som der hoeken van een driehoek 
is 180° en: door een punt kan slechts éen lijn getrokken 
worden evenwijdig aan een andere, 

In een tweede gedeelte wordt aangetoond, dat de grond- 
slagen van dynamica en statica logisch kunnen worden 
afgeleid, zonder toevlucht te nemen tot proefnemingen; 
men heeft slechts het begrip „constante kracht” noodig. 

De geheel nieuwe, en frissche opvattingen van den schrijver 
maken het boek zeer lezenswaard. 


G. MANNOURY. Methodologisches und Philosophisches zur 
Elementar-Mathematik. Haarlem P. Visser Azn. 1909. 

Het is een eigenaardig gebied, waarop den heer M. zich 
beweegt; slechts een klein gedeelte der wiskundigen maakt 
dergelijke studies. Voor hen, die de practijk der wiskunde 
beoefenen — d.w.z. die de geformuleerde en niet geformu- 
leerde axioma's stilzwijgend als juist aannemen, en zich 
slechts bezig houden met wat daarna volgt —, is het nut- 
tig van tijd tot tijd kennis te nemen van vraagstukken, 
die gesteld zijn en worden naar aanleiding van de grond: 
slagen, waarop de wiskunde berust. 

Dan maakt men kennis met een onderdeel der weten- 
schap, waarover reeds veel geschreven is, en waarschijn- 
lijk ook nog wel veel geschreven zal worden. Er zijn 
twee richtingen, die, wat opvattingen betreft, scherp 
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tegenover elkander staan — al dadelijk iets ongewoons in 
wiskunde. De heer M. behoort tot een dezer richtingen. 
Hij geeft dan ook niet een geschiedkundig overzicht of iets 
dergelijks, maar levert veel, wat door hem zelve over- en 
doordacht is, en door hem behandeld werd op zijn colleges 
als privaatdocent, en in de vacantiecursussen van een paar 
jaren geleden. Hoofddoel van zijn boek is de poging een 
brug te slaan tusschen wiskunde en philosophie, die ge- 
vaar loopen hoe langer hoe meer uit elkander te geraken. 
De wiskundige legt gewoonlijk boeken over philosophie ter 
zijde, omdat hij ervaren heeft, dat de bijzondere wijze 
van uitdrukken een nieuwe studie verlangt, welke hem 
van weinig nut kan zijn bij zijn werk. Zelfs waar de 
philosophie zich in een wiskundig kleed steekt — als 
algebra der logica — keert de wiskundige zich af. 

Het boek bestaat uit twee gedeelten : Grondslagen der 
rekenkunde en Grondslagen der Meetkunde. Het eerste ge- 
deelte behandelt: Einheit und Vielheit; Die Zahl; Endlich- 
keit und Unendlichkeit; Die „Grundeigenschaft” der Arith- 
metik ; Erweiterung des Zahlbegriffs. Prinzip der Permanenz; 
Die Irrationalzahlen. Grösse und Zahl. 

Het tweede gedeelte bespreekt: Die mathematische Logik 
(waarin de symbolische voorstelling van Peano behandeld 
wordt); Geometrographie. Die gerade Linie (waarin de 
methode van Lemoine wordt vermeld, en symbolisch wordt 
voorgesteld, terwijl verschillende beschouwingen er aan 
worden vastgeknoopt, bijv. omtrent de verhouding der 
euklidische meetkunde tot de projectieve meetkunde); 
Nicht-Euklidische Geometrieen; Allgemeine Betrachtungen 
über den Raumbegriff (waarin aan physiologie en psychologie 
de hun toekomende rol wordt toebedeeld). 

De belezenheid van den schrijver is blijkbaar buitenge- 
woon groot; het is echter in ’t minst geen compilatiewerk, 
wat hij levert. 


HERMAN HANA. Beknopte Perspeetiefleer. Perspectief- en 
schaduwbepaling voor eigen studie, 25 platen ten gebruike 
van teekenaars en bouwkundigen. Amsterdam, Wed. J. 
Ahrend & Zoon, 1909. 

Schrijver begint met de perspectief van een kubus, en 
leidt daaruit constructies af voor de perspectief van lijnen 
in verschillende standen. Dit is ongetwijfeld beter dan de 
omgekeerde volgorde, die van lijnen en punten uitgaat en 
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met lichamen eindigt. De vraag moet gesteld worden, of 
de figuren niet aan duidelijkheid zouden hebben gewonnen 
als het oogpunt meer naar rechts genomen was, zoodat 
van den kubus een zijvlak zichtbaar was geworden. Schrijver 
heeft blijkbaar steeds perspectiefteekeningen voor bouw- 
kunde in gedachte gehad, waarbij het oogpunt ongeveer in 
het midden der teekening wordt genomen. 

Het boek dwaalt niet af in abstracties, maar blijft prac- 
tisch; nauwkeurig wordt besproken, hoe men moet hande- 
len, als distantie- en verdwijnpunten buiten de grenzen 
der teekening vallen. Toepassingen worden gemaakt op een 
kamer met kastje; bankje, kruisgewelf; gewelfgang; huisje 
in een tuin. 

Eén plaat wordt gewijd aan het werken met de perspec- 
tiefschaal, een andere aan het werken met een gewapen- 
den teekenhaak, terwijl op een achttal de schaduw bij 
kunst- en zonlicht behandeld is. 

Onder elke plaat is een beknopte beschrijving gegeven; 
onder de eerste platen zijn te maken gevolgtrekkingen 
onderstreept. 


JACOBI DE BirLy. Doctrinae analyticae Inventum novum 
(Neue Entdeckungen auf dem Gebiete der unbestimmten 
Analysis). Fermats Briefen an Billy entnommen. Heraus- 
gegeben and übersetzt von Paul von Schaewen. Berlin, 
Otto Salle, 1910. 

Nu de naam van Fermat in de laatste jaren tengevolge 
van den prijs van Wolfskehl (W.T. Ben j. g., bladz. 6) 
ook onder niet-wiskundigen bekend is geworden, is de 
uitgave van een gedeelte der werken van F. zeker niet 
misplaatst. 

Op gebied der rekenkunde waar zoovele voetangels en 
klemmen liggen, was F. zeldzaam bedreven, en het is wel 
de moeite waard kennis te nemen van zijn wijze van 
werken. 

In deze uitgave wordt een oneindig aantal oplossingen 
aangegeven van het vraagstuk: een getal zoodanig te bepalen, 
dat twee vormen, waarin dat getal voorkomt, beide een 
vierkant zijn. Het getal kan in de beide vormen in de 
eerste macht optreden, of in beide in de eerste en ook in 
de tweede macht, of in den eenen vorm in de eerste, in 
den tweeden in eerste en tweede macht. Daarbij is het 
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geval, dat negatieve waarden optreden onder de oogen ge- 
zien en uitgewerkt. 

De Billy vindt gelegenheid om F. te vergelijken met 
Bachet, Vieta, en Diophantus, en zijn meerderheid te doen 
uitkomen. Twaalf uitgewerkte opgaven besluiten het eerste 
gedeelte. 

Het tweede gedeelte behandelt het meer uitgebreide 
geval, dat eenzelfde getal drie vormen tot een kwadraat 
maakt, waarbij ook weder een oneindig aantal oplossingen 
wordt gegeven. Eveneens zijn daarbij twaalf uitgewerkte 
opgaven gevoegd. 

Het derde gedeelte geeft aan hoe men de waarden vindt 
van de onbekende, die een uitdrukking van den vierden 
graad tot een vierkant maken. Daarbij worden primitieve 
oplossingen onderscheiden van afgeleide oplossingen van 
verschillenden graad. Zoowel hier als in het eerste gedeelte 
zijn enkele opgaven waarbij de vorm een derde macht 
moet worden, terwijl weder twaalf uitgewerkte opgaven 
zijn toegevoegd. Vergelijking van den duitschen met den 
latijnschen tekst doet zien hoe de tegenwoordige schrijfwijze 
van algebraïsche vormen en vergelijkingen te verkiezen is 
boven de vroegere. 


W. J. Dorss. Examples in elementary mechanics. Practical, 
graphical and theoretical. London, Methuen & Co. 1910. 

Het is in ons land misschien nog niet algemeen bekend. 
dat door Prof. Perry in Engeland een geheel nieuwe richting 
is ingeslagen bij het onderwijs in werktuigkunde. 

In den aanvang ondervond deze een fellen tegenstand, 
maar langzamerhand krijgt zij meer aanhangers. 

In hoofdzaak is de nieuwe richting: het doen wegvallen 
van de thans nog zoo streng afgebakende grenzen tusschen 
theoretische en toegepaste mechanica, en het zelf doen 
vinden van wetten door de leerlingen uit proefnemingen 
met eenvoudige hulpmiddelen. 

Het boek van Dobbs bevat vraagstukken, die aansluiten 
bij de nieuwe opvattingen; een aantal opgaven, handelende 
over spanning, bevatten een voorschrift: span een draad 
door een gewicht op die of die wijze, bepaal de uitrekking 
van een kleine veer, waaraan de draad bevestigd is, en 
leid uit die uitrekking de spanning af. Zulke opgaven dienen 
nu eens om den leerling van zelf te brengen tot het formu- 
leeren van een eigenschap, dan weder om een of andere 
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eigenschap toe te lichten. De veeren, waarmede gewerkt 
wordt, worden door den schrijver zelf vervaardigd, en zijn 
ook in den handel. Zij kunnen ook verkregen worden, ge- 
monteerd op een aluminiumplaat, op welke de leerling een 
schaalverdeeling kan aanbrengen, zoodat hij dan een veer- 
balans heeft voor verdere proeven. 

Dat de rekenliniaal gebruikt wordt, spreekt vanzelf. 
Schr. begint met de statica, komt na 5 practische vraag- 
stukken tot de wet van Hooke, en spreekt dan over even- 
wicht van twee krachten, en over actie en reactie. De 
verdeeling van trek- en drukspanning voert tot de elastici- 
teitscoëfficiënt. 

Het evenwicht van drie krachten met den krachten- 
driehoek wordt ook weder ingeleid door proefnemingen, 
terwijl bij het ontbinden theoretische constructies worden 
getoetst door proeven. 

In een hoofdstuk „Jointed light bars” komt het even- 
wicht ter sprake van samenstellingen van een paar staven, 
en de vorm, welke een in twee punten bevestigd koord 
aanneemt, waaraan een of meer gewichten zijn gehangen. 

Theoretische vragen en toepassingen zijn hier door elkander 
gemengd. 

Over het evenwicht van lichamen op een vlak zonder 
wrijving zijn uit den aard der zaak geen proefnemingen 
opgegeven. Een aantal gemengde vrst, in groepen verdeeld, 
volgt daarna. 

De resultante van twee krachten, die elkander niet binnen 
de grenzen der teekening snijden, wordt gevonden met 
behulp van den krachtenveelhoek. Vanzelf leidt dit tot het 
samenstellen van evenwijdige krachten, en het evenwicht 
van drie evenwijdige. 

Het hoofdstuk over momenten begint met het doen ver- 
vaardigen van een eenvoudige balans (stok aan draad, met 
schaalverdeeling en gebogen stukjes ijzerdraad als gewichtjes). 
Eerst na eenige vraagstukken volgt de definitie van moment 
met toepassingen op hef boomen van allerlei aard. 

Evenwicht van vier krachten voert tot eenvoudige vak- 
werken, en tot eigenschappen van koppels. Bij meer dan 
drie evenwijdige krachten doet de vermelde balans weder 
dienst. 

Zwaartepunten worden bepaald van figuren, die de leer- 
leerlingen zelve moet teekenen. 

Dan eerst komt de bewegingsleer, beginnend met opgaven 


268 


voor het teekenen van graphische voorstellingen (ruitjes- 
papier wordt voortdurend gebruikt). Bij de resulteerende 
snelheid wordt ineens de relatieve snelheid besproken. 

Evenzoo wordt het begrip versnelling ontwikkeld uit 
graph. voorst. 

De dynamica wordt eveneens begonnen met zulk een 
voorstelling; de beweging op een glad hellend vlak, de 
toestel van Atwood (katrol opgehangen in deuropening) 
leveren een aantal vraagstukken. In „arbeid en werktuigen” 
worden takels en schroef besproken. „Arbeid en arbeids- 
vermogen”, „hoeveelheid beweging”, „wrijving’”, kogel- 
baan”, „draaiing en harmonische beweging zijn de volgende 
hoofdstukken, welke weder gevolgd worden door gemengde 
vraagstukken. Het is wel de moeite waard kennis te nemen 
van het boek. 


H. C. DeRrKSEN. Wordt de Rekenkunde logisch behandeld? 
Hoogezand, J. Schaafstal, 1910, 42 bladz. f 0.50. 

In deze brochure gaat de heer D. uit van de opmerking 
dat de rekenkunde in ’t algemeen niet den vormenden 
invloed heeft, welke ze zou kunnen hebben, wanneer ze 
op andere wijze behandeld werd. Maar tevens geeft hij aan, 
hoe daarin verbetering kan worden gebracht. Het is wel 
aan te bevelen de brochure te lezen en te overdenken. 

F, Ji MAES 


Correspondentie. 


Inhoud der prismatoïde. 


Stellen we ons een lichaam voor, begrensd door twee // 
platte vlakken G en B, waarvan we G in het zy-vlak leg- 
gen en wier afstand H is. Het oppervlak eener doorsnede 
A op een afstand z van het #y-vlak moge voldoen aan de 
betrekking 


A =a + be + cz? + deë + eet + enz. 


dan is het volume van het lichaam: 


H 
v =| Ade=aH 4 4OH?2 4 4eHSH4dH4 4 teHS 4 enz. 
0 
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Verder is 
Gd 
B =a Jt bH 4 cH? + dH? + eH4 + enz. 
4M =4adt20H + ecH? + LdHS + tet + enz, 
dus 
+H(G +4 BAM) =aH + }bH?2 + deH3 + 
+ JdH4* + #eH5 + enz. 
Is dus het oppervlak eener doorsnede een functie van 
den derden of lageren graad in 2, dan is 
V=iH(G + B +44M). 
Voor een schijf eener drie-assige ellipsoïde, het omwen- 
telingslichaam eener semi-cubische parabool en vele ande- 
ren, geldt dus de formule der prismatoïde. 


B rs 


In zijn „Stereometrische Hoofdstukken” (2e druk, 1905, 
Utrecht, Gebr. v. d. Post) wijdt Corneille L. Landré, 45 
bladzijden aan de prismatoïde. Red. 


Op bladz. 183 deelt de heer L. van Zanten Jzn. mede, 
dat door middel van de linkages, een hoek veel eenvoudiger 
verdeelt zou worden dan door mijn kromme lijnen, be- 
schreven in de 5e Jaarg., Afl. 3. Mijn hoekverdeelers zijn 
die Lislijnen en zijn ze eens beschreven — en dat geschiedt 
door een allereenvoudigst toestelletje, ook daar ter plaatse 
beschreven — dan is slechts één transversaal nodig om een 
hoek zo goet als onmiddelik en tegelijkertijt in alle mogelike 
gelijke deelen te verdeelen; dat doet de linkage van den 
engelschen Kempe toch niet. Van veel eenvoudiger verdee- 
ling kan dus geen sprake zijn; en bovendien de linkage 
moet toch altijt gemaakt worden voor een beperkt aantal 
deelen, en is dat groot, bijv. 17, dan zullen toch de 35 
benodigde draaipunten ten slotte een zuivere verdeeling en 
een makkelike beweging nog al in den weg staan. 

In de correspondentie die ik in der tijt (1898) over deze 
zaak met den vinder van den linkage zelf gevoert hep, 
komt geen woort voor waaruit blijkt dat hij zijn linkage zo 
veel eenvoudiger vint dan mijn krommen, integendeel... . 
doch ik wil ’t hierbij laten. 


Rotterdam. Dr. A. KEMPE. 
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Vraag en Antwoord. 


Vraag 89. Voor alle geheele positieve waarden van a en 
2, (a>2), die (a? — 1) 2? +1 tot een volkomen kwadraat 
maken, zijn de vormen: 4 $(a2—2)a? +1 \— Len 
4 (a2— 2) rr 1 — 1 deelbare getallen. Voorbeeld: 
Zij a standvastig — 4, dan gaat (a2— 1)? +1 over in 
15 22 + 1, welke tweeterm een volkomen kwadraat is voor 
4E EIS 8: 63; 496 enz. Deze kwadraten zijn gemakkelijk 
te vinden door toepassing van het problema van Pell. 

Geeft men in de veeltermen 4 $ (a? — 2) a? +ad-1{ —1 
en 4 f(a? —2) 22—ad-1—1 aan a de waarde 4, dan 


gaan deze vormen over in: 4(14a? + # + 1) — 1 en 
4(14 22 — 7 + 1) — 1. Substitueeren we hierin voor x 
achtereenvolgens de hierboven gevonden waarden, dan is 
voor 2. 
rarr lsb 
4A(14 arl) == 55 =5XI11 
voor {== 8: 


(14? H-aed-1)—-1l = 3619 —= 47 X 77 
tn ODD 
VOOERIR RO 
(142 d-rt-1)—-1l = 222519 = 363 X 618 
4(l4a2—rpd-1)—-1 = 222015 = 361 X 615. 

VOOR VE eO 
(län? 4 at-1)—1l — 13778883 — 2851 X 4833 
(l4x?—axt-1)—1l = 13774915 —= 2849 X 4855. 

enz. 

Voor x= 1 vinden we de bijbehoorende getallen 65 == 7 X 9 
en 55 —= 5 X ll; de factoren hebben in beide gevallen 
dezelfde som: 7 + 9 = 5 + 11. Ditzelfde geldt voor alle 
andere getallen. Voor x = 8 vinden 3619 == 47 X 77 en 
3555 — 45 X 79; weer is 47 + 77 == 45 J- 79. De eene 
factor is 2 meer, de andere 2 minder, dan die van het 
bijbehoorende getal. Evenzoo voor © == 63; x — 496 enz. 
Vele dezer getallen zijn nog op andere wijze in een product 
van 2 factoren te ontbinden, doch, zoo ver mijn onderzoek 
reikt, ook altijd zóó, als in bovenstaand geval. 


b 
Ë 
Ë 
| 


Dn 
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Tweede voorbeeld. Zij a standvastig 
(a2— 1) ax? +1 over in 224212 J-1, welke tweeterm een 
volkomen kwadraat is voor x == 1; 30; 899; 26940; 
807301; 24192090; enz. 

Geeft men de veeltermen: 4 Ne —Ì 
en 4 | (a2—2) ar —ar 1 | —1 aan a de waarde 15, dan 
gaan deze vormen over in: 4(228 22 + 4x + 1) — 1 en 
4 (2232 — xv J-1)— 1. Substitueeren we hierin achtereen- 
volgens de hierboven voor © gevonden waarden, dan is: 


15, dan gaat 


voor £ = of 
(22312 J-r-1)—1 —= 899 —= 29 X 31 
4(223 2 —vt-1)—1 = 891 —= 27 X 33. 

voor A= 30; 
4(223 12 + xv J- 1) — 1 —= 802923 —= 839 X 957 
4(222 22 — xt J- 1) — l == 802683 —= 837 X 959. 

VOOR SI 
4(223 22 4-1) —1 —= 7209188911 —= 25113 X 28707 
4(223 15 verkla bh (401699 ==" 251% 28709, 
voorst 26940: 
4(2238 22 J- v J-1)—1 —= 647381238963 —= 752523 X 860281 
4(223 12 —vt-1)—1l —= 647381023443 —= 752521 X 860281. 
VOOrsT ==) S0L: 
4(223 12 J-xJ-1)—1l —= 581347538133299 —= 22550549 X 25779751 
4(223 12 — 4 J- 1-1 = 581347581674891 == 22550541 X 25779753. 
voort 24192090: 

4(223 22 +4 t-1)—1 = 522049439059513563 —= 

derden SMD VASTE 
(22302 —rt-1)—1 = 522049438865976843 = 

RO OOR TK LOI 


Het zou vrijwel ondoenlijk zijn, deze factoren op de ge- 
wone wijze op te sporen. Door toepassing van de leer der 
reeksen van hoogere orde zijn ze echter betrekkelijk een- 
voudig te vinden. 

Evenals in het eerste voorbeeld, zien we ook hier weer, 
dat de som der factoren van twee bij elkaar behoorende 
getallen steeds dezelfde is. 

Hoe dit verschijnsel te verklaren ? 

Breda. A. J. KLEIN SWORMINK. 


272 


Nieuw verschenen werken. > 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgave van J. B. Wolters’ U. M., Groningen. 


W. J. WISSELINK. Vraagstukken over de Mechanica be- 
hoorende bij het Leerboek der Mechanica. 1910 f 2.25. 


N. L. W. A. GRAVELAAR. Opgaven ter toepassing van de 
Theorie der Rekenkunde. 2e stukje, 2e druk. 1910. f 0.60. 

D. B. WISSELINK. Theorie der Rekenkunde. 2e deeltje, 
be druk, herzien door W.J. Wisselink. 1910. f 0.75. 

R. BOOSMAN. Vraagstukken ter voorbereiding voor het 
admissie-examen voor H.B.S. en Gymnasia. Slotstukje 
A van de Nieuwe Rekenschool (Zevende leerjaar). 1910. 
f 0.25. Slotstukje B. 1910. f 0.25. 

W.H. WISSELINK. Kern van de Meetkunde, 6e herziene 
druk.190927/00:50: 

—_—. Grepen uit de Rekenkunde. Handleiding bij 't gebruik 
van de rekenkundige vraagstukken enz. van W. H. Wis- 
selink le deel: Theorie. le stukje, 5e druk, 1909. f 0.75. 

— —. Eerste Verzameling van Vraagstukken ter oefening 
in het practisch rekenen. 16e druk. 1910 f 0.25. 

L. V. ZANTEN Jzn. Leerboek der Algebra ten gebruike bij 
het onderwijs voor Ambachtslieden 5e druk. 1910 f 0.40. 

D. BOSWIJK en E. MEIJER. Tweede verzameling van 
rekenkundige vraagstukken ten dienste van het middel- 
baar en gymnasiaal onderwijs, van instituten, normaal- 
en kweekscholen. 1910. f 0.25 

L. BY DE LEY. Cursus in practisch rekenen voor kweek- 
en normaalscholen, hoogere burgerscholen en instituten. 
le stukje, 2e druk. 1910. f. 0.25. 

Zo SO OLD. 


Uitgave van W.J. Thieme & Co, Zutphen. 
Dr. G. BAKKER. Leerboek der Werktuigkunde. Vooral ten 
dienste der H.B.S. 2e vermeerderde druk. 1910. f 2.— 
Uitgave van J. Schaaf stal, Hoogezand. 


H. C. DERKSEN. Wordt de Rekenkunde logisch behandeld ? 
1910. f 0.50 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 


Examen-opsaven in 1908, 


Gandidaats-examens Technische Koogeschool, (Mei—Juni 1908). 
Toegepaste Mechanica. 2) 
Re Zitting. 


1. Hoe worden in de diagonalen en de vertikalen van 
een parallel-vakwerkbrugligger, met belaste bovenrand, de 
grootste en de kleinste staafkrachten bepaald? De ligger 
heeft een even aantal velden; elk veld heeft een naar het 
midden vallende diagonaal. 

2. Van den aan een uiteinde ingeklemden en aan het 
ander uiteinde opgelegden balk AB wordt de invloedslijn 
gevraagd voor den druk in het oplegpunt, als zich een 
last over den balk beweegt; 

a. als het oplegpunt veerend is, en de samendrukking 
er-van evenredig met den er op uitgeoefenden druk. 

b. als de inklemming veerend draaibaar is, en de hoek 
van draaiing evenredig met het optredend koppel. 

8. De cirkelvormige doorsnee van een as, middellijn d, 
wordt door een buigend koppel en een wringend koppel 
aangesproken. 

Hoe groot mag bij een gegeven waarde van het buigend 
moment, het wringend moment wezen: 

ad. wanneer als eisch gesteld wordt, de grootste lengte- 


verandering een bedrag 5 niet overschrijdt; 


b. wanneer de theorie van Mohr wordt aangehouden, en 
verondersteld, dat de toe te laten drukspanning {7 en de 
toe te laten trekspanning t is. 

(Zoo noodig, kan dit vraagstuk graphisch toegelicht 
worden). 

4, Een dikwandige hol wordt aangesproken op inwen- 
digen druk. Gevraagd wordt de differentiaalvergelijking, 
waarvan de oplossing tot de spanningsverdeeling voert. 


1) Vervolg van den vierden jaargang. 
2) De figuren zijn weggelaten, doch in elk vraagstuk is een omschrij- 
ving opgenomen, waarnaar de lezer ze zelve kan teekenen. Zed. 


Examen-Opgaven in 1908. 1 
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5. Een schijf, met ruitvormige meridiaandoorsnede, wentelt 
snel om zijn as. Gevraagd wordt de difterentiaalvergelijking, 
waarvan de oplossing tot de spanningsverdeeling leidt. 

6. Hoe verdeelen zich bij een rechthoekige .dwarsdoor- 
snede van een staaf, die op buiging, samendrukking en 
afschuiving wordt aangesproken, de normaalspanningen en 
de schuifspanningen ? 


Theoretische Mechanica. 


1. Een holle kubus is geheel gevuld met vloeistof. Deze 
kubus wordt met een standvastige hoeksnelheid w gewen- 
teld om een verticale as, die samenvalt met een der ribben. 

Als de drukking van de vloeistof in het hoogste punt 
van genoemde ribbe gelijk nul wordt ondersteld, vraagt 
men het perspunt van de drukkingen in de verschillende 
punten van het bovenvlak te bepalen. 

2. Een homogene bol rust op een ruw horizontaal vlak. 
Deze bol wordt getroffen door een stoot, die door het 
steunpunt is gericht en met de vertikale middellijn een 
hoek a«a maakt, die grooter is dan de wrijvingshoek p tus- 
schen bol en steunvlak. 

Men vraagt de beweging van den bol over het steurididk 
te bepalen. 

3. Een homogene staaf, lang 2 l Meter kan vrij wente- 
len om een horizontale as, die door een harer uiteinden 
A gaat. 

Behalve het gewicht werkt op ieder massadeeltje m van 
de staaf een kracht, die gericht is naar het punt o, dat 
op een afstand gelijk t Meter verticaal boven A is gelegen. 
De grootte van die kracht is gelijk aan mm u? maal den _ 
afstand van het massadeeltje tot 0. 

Als de staaf met een gegeven hoeksnelheid wy door den 
stand gaat, waarbij haar zwaartepunt zoo laag mogelijk 
is geplaatst, vraagt men te bepalen, hoe het van den 
coëfficiënt u? afhangt, of de staaf volle wentelingen, dan 
wel slingeringen zal maken. 


Technische Hoogeschool, 
Propaedeutische Examens 1908 voor de Zomervacantie. 
Stelkunde. 


1. Bewijs zonder de beide determinanten geheel uit te 
schrijven, dat 


Cid qa 
ga be Erden, 
adel 0-0 
qa Eer qpe 
OSP zb 
2. Construeer de wortels der vergelijking 
12 HAL Hb =0 
wanneer a en b complexe getallen, voorgesteld door vec- 
toren zijn. 
Voor de figuur te kiezen: 
a=43W—1 
b=l—l/—8. 


8. De vergelijking 
2 8 n 
xt se Gsf 
2 il 3 anar n 


heeft ten hoogste twee bestaanbare wortels. 
Bewijs dit. 


Analytische Meetkunde. 
voor Technologen, Mijningenieurs, B. L. 


1. Driehoek ABO is rechthoekig in O. De coördinaat- 
assen vallen langs OA en OB. 

Gevraagd de vergelijking van den cirkel gaande door de 
middens der drie zijden. 

Toon met behulp dezer vergelijking aan, dat de gevonden 
cirkel gaat door O en door het voetpunt van de loodlijn, 
uit O op AB neergelaten. 

2. Gegeven de vergelijking van een cirkel 


Daken 
en die van een parabool 


NL 2oy HY? + Ory 1 =0. 
Neem een raaklijn p van den cirkel aan en zij P de 
pool van p ten opzichte der parabool. 
Bepaal: 
1°. De vergelijking van de kegelsnede. die P beschrijft 
als de raaklijn p bewegelijk wordt gedacht; 
2°. den aard dezer kegelsnede; 
8°. de lengte van de assen dezer kegelsnede. 


E 


8. Bepaal de coördinaten der vier snijpunten der kegel- 
sneden, waarvan de vergelijkingen op rechthoekige assen 
zijn: 

22 J 2y2 — 6 — Oy J- 4 —= 0 
day — 6x — 6y J 12 = 0. 


Bepaal ook den inhoud van den vierhoek, waarvan de 
vier snijpunten de hoekpunten zijn. 


Analytische Meetkunde 
voor. G.1.,. W.L, Scheepsh. ab bek 


1. Gegeven in een vlak een stelsel cirkels gaande door 
A en B. 

Gevraagd: de meetkundige plaats der uiteinden van de 
middellijnen van deze cirkels, welke evenwijdig loopen 
aan AB. 

2. Een vlak V snijdt de drie rechthoekige coördinaat- 
assen in punten 4, B en C, welke van den: oorsprong O0 
gelegen zijn op afstanden 2a, 2b en 2c. 

Bepaal de vergelijking van den bol, gaande door OQ en 
door de middens van O4, 0B en OC. 

Bewijs dat deze bol gaat: 

1°. door de middens van 4B, BC en CA; 

2°, door de voetpunten der loodlijnen in A ABC uit de 
hoekpunten neergelaten op de overstaande zijden. 

3. Gegeven zijn door hun vergelijkingen (coördinaatassen 
rechthoekig) : 


10. een parabool: y=0; 22=2alr +4); 
20, een rechte lijn a,: Vrh AN en nti 
30, een rechte lijn as: Ze Od rif 


Gevraagd te bepalen: 

10. de vergelijking van het omwentelingsoppervlak, dat 
door de parabool bij draaiing om de Z-as wordt beschreven; 

20, de vergelijking van de hyperbolische paraboloide, 
beschreven door een rechte lijn, welke de Z-as en de 
rechte a, ontmoet en steeds evenwijdig blijft aan het vlak 
Air 

30, de vergelijking der eenbladige hyperboloide, welke 
beschreven wordt door een rechte lijn, glijdende over de 
Z-as en de rechten a, en 49; ; 
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40, de vergelijkingen der vier rechten, volgens welke de 
hyperboloide en de paraboloide elkaar snijden ; 

50, de coördinaten der reëele in het eindige gelegen snij- 
punten der sub 1, 2 en 8 bepaalde oppervlakken. 


Differentiaal en Integraalrekening. 


1. Voor welke waarde van x convergeert de reeks 


(teu). (12u27) (15E), 


2 297 
(12u) (1— 5 0) (1-5 (25) 


2 2 } 8 


2. Wanneer (x,y, 2) een punt is van eene kromme, 
waarvan de vergelijkingen gegeven zijn, dan stelt de ver- 
gelijking 


dx dy dz 
ED) TWEE de! 


een vlak voor, dat: 

IL. loodrecht op het normaalvlak van het gegeven punt 
staat; en 

II. door den limietstand gaat der snijlijn van dit normaal- 
vlak met een oneindig dicht daarbijgelegen tweede nor- 
maalvlak. 

Bewijs dit. 

8. Bij welke vlakke kromme is voor ieder punt de krom- 

testraal gelijk aan het dubbele van het gedeelte der nor- 
maal, dat tusschen dat punt en de X-as ligt? 
‚4, De as van een omwentelingskegel (straal == a, hoogte 
— Ja) ligt in een cylindervlak van gelijken straal. Bewijs 
dat het gedeelte van het kegeloppervlak, dat binnen den 
cylinder ligt, gelijk is aan 


elpeVs gi) 


Determinanten , Differentiaal- en Integraalrekening 


voor Technologen en Mijningenieurs, 


1. Bewijs. 


0 prent 1 
UTC SNEL 
a be uill=(@&@—-)(e—b) (er —e)(& —d). 
Oa Ren el 
Ore DRACHICR 


2. De as van een omwentelingskegel (straal a, hoogte 4) 
ligt in een omwentelingscylindervlak (straal b<<4a). Bepaal 
het volume van het deel van den omwentelingskegel binnen 
het cylindervlak. Welke meetkundige beteekenis heeft de 
gevonden uitdrukking als b>>ta is? 

3. P is een willekeurig punt van een vlakke kromme, 
A het punt waar de loodlijn in P op de kromme de X-as 
snijdt, B het voetpunt der loodlijn uit P op de X-as en 
0 de oorsprong der coördinatenassen. Welke differentiaal- 
vergelijking tusschen de coördinaten x en y van P drukt 
uit, dat voor ieder punt P der kromme OA == 3 PB is? 
Integreer die differentiaalvergelijking. Wat wordt de verge- — 
lijking der kromme lijn als bovendien gegeven is, dat ze 
van de Y-as een stuk 2 afsnijdt? Bepaal de vergelijking 
der raaklijn in dit snijpunt met de Y-as. Teeken het ver- 
loop der kromme lijn. 


Differentiaal- en Integraalrekening 
voor Architecten. 


1. Voor welke waarden van x convergeert de reeks 


1, (1-2 AA ). (1-2 025) EE 


(12u25) (1-5) (1-5 5 DE Er) 


2. Volgens Navier (Mechamica der Bouwkunde) wordt de 
vorm van een Gotischen schoorpijler aan de buitenzijde 
theoretisch bepaald door de kromme 


a 
b—ecsin 0’ 
Bepaal voor een willekeurig punt de richting der raaklijn 
en de lengte van den kromtestraal. 


Vm 


d 


Bewijs ook dat de kromme eene hyperbool is, wanneer 
Ze, en geef voor dit geval den stand aan. 


Beschrijvende Meetkunde 
vooras SNAP sScheepsb.. 1. ET. 


1. Perspectief. Horizonshoogte 15 cM., distantie 25 cM. 
In het grondvlak ligt een cirkel; middelpunt M, straal 5 
cM., afstand van M tot de grondlijn 7 eM.; de loodlijn uit 
M op de grondlijn deelt den afstand van oog- en distantie- 
punt middendoor. De cirkel is het grondvlak “van een afge- 
knotten omwentelingscilinder. 

Hoogte van het middelpunt 4 van het bovenvlak 10 cM.; 
het bovenvlak loopt evenwijdig aan de grondlijn, maakt 
met het grondvlak een hoek van 45° en is naar het tafereel 
gekeerd. Bepaal: 

1°. De perspectief van dezen afgeknotten cilinder. 

2°. Zijn eigen- en slagschaduw. De lichtrichting loopt 
evenwijdig aan het tafereel, maakt met het grondvlak een 
hoek van 45° en de slagschaduw valt naar het-oogpunt toe. 

2. Axonometrie. Gegeven. /.X0'Y =135° / YO0'Z== 120°. 
Op de assen OX, OY, OZ liggen de punten 4, B, C zoodanig 
dat OA —= OB = OC. Door de punten 0, 4, B, C legt men 
een bol. Bepaal: 

1°, Het middelpunt van dezen bol. 

2°, Het raakvlak aan den bol in C. 

8°. Den cirkel, volgens welken de bol het vlak ZOZ 
snijdt. Den afstand O4 naar de grootte van het papier te 
regelen. 

8. Gegeven is een rechte lijn a in het verticale vlak 
gelegen, die de as van projectie in het punt 4 loodrecht 
treft. Uit een punt B dezer rechte, 15 cM. boven 4 ge- 
legen, trekt men een tweede rechte b in het verticale vlak, 
die met de as van projectie een hoek van 50° maakt en 
haar in het punt C, ter rechterzijde van 4 gelegen, treft. 
Gegeven is nog een derde rechte c,‚ evenwijdig aan het 
verticale vlak en op een afstand van 10 cM. daarvóór ge- 
legen; c maakt met het horizontale vlak een hoek van 
30° (opening naar rechts); haar verticale projectie snijdt 
de rechte a op een afstand van 8 cM. boven het punt 4. 
c wentelt zoowel om a als om b; op deze wijze ontstaan 
twee omwentelingshyperboloiden. Gevraagd: 

1°. Het niet in c gelegen punt S der doorsnijding van 
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beide oppervlakken, gelegen in het horizontaal Pro) 
vlak van C. \ 

2°, De raaklijn in S aan deze doorsnijding. 

NB. Papier in de breedte. As van projectie in het 
midden. 4 op 18 cM. van den linkerkant nemen. 


Beschrijvende Meetkunde 
voor Technologen en Mijningenieurs. 


1. Gegeven een willekeurige lijn 4. De as van projectie 
beschrijft bij wenteling om die lijn / een omwentelings- 
hyperboloïde met één blad. Construeer het raakvlak aan 
die hyperboloïde in een willekeurig punt van de as van 
projectie. Construeer het raakpunt van de hyperboloïde 
met het horizontale projectievlak, dat met het verticale 
projectievlak en dat met een willekeurig vlak door de as 
van projectie. 

2. Een regelvlak heeft tot richtlijnen een cirkel en 
twee elkaar loodrecht kruisende rechten, die op gelijke 
afstanden maar aan verschillenden kant evenwijdig loopen 
aan het vlak van den cirkel en zich daarop als middel- 
lijnen projecteeren. Een der richtrechten staat loodrecht op 
het verticale projectievlak, de andere loopt evenwijdig aan 
de as van projectie. Teeken de horizontale projectie van 
een punt van het regelvlak als de verticale projectie van 
dat punt gegeven is. Op ieder der drie richtlijnen wordt 
willekeurig een punt aangenomen. Gevraagd in ieder dier 
punten een raakvlak te construeeren. | 

3. Axónometrie” /40Y — 105% #20 YS TSO 
X-as neemt men een punt 4’, op de Y-as een punt B' en _ 
op de Z-as een punt C’ zoo aan, dat 04’ = 0'B:= 00 
is. Door 4’, B’, C' en 0’ brengt men een bol aan. Gevraagd 
het middelpunt van dien bol te construeeren, het raakvlak 
in C’ aan den bol en de ware lengte van den straal. 
(Geaccentueerde letters stellen punten in de ruimte voor, 
ongeaccentueerde letters projecties op het beeldvlak). 


Natuurkunde. (Algemeene cursus, 1e deel). 


1. Een omgekeerde ongelijkbeenige U-buis (hevel), gevuld 
met water, wordt met haar korte been in een bak met 
water geplaatst, terwijl uit de opening van het lange been 
het water vrij kan uitstroomen. De opening van het lange 
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been bevindt zich 2 meter beneden den vloeistofspiegel; 
de middellijn van de buis bij deze opening bedraagt 0,5 cM. 

Men vraagt te berekenen de per seconde doorstroomende 
hoeveelheid, en don druk in een punt van de buis, dat 
even hoog ligt als de vloeistofspiegel, wanneer de middel- 
lijn van de buis in dat punt 0,4 cM. bedraagt. Barometer- 
stand 760 mM. 

Kan men bovenstaande berekeningen ook toepassen in 
het geval dat bij deze proef het water door kwik is ver- 
vangen? S. gew. kwik 13,6. 

2. Men vraagt te berekenen: 

d. de middelbare snelheid van de molekulen van water- 
stof van 20° C., indien gegeven is, dat het soortelijk gewicht 
van zuurstof bij 0° C. en 760 mM. druk, 0,0014 bedraagt, 

b. den uitwendigen arbeid, die bij de verwarming van 
1 MS. waterstof van 10° tot 15° C. bij een konstanten druk 
verricht wordt, als nog gegeven is: 

de soortelijke warmte bij konstanten druk van waterstof 
Cp 9d, 

de verhouding der beide soortelijke warmten k == 1,41, 

het mechanisch warmte-aequivalent 4 — 427 kgm/cal. 


Natuurkunde (Technische warmteleer). 


1. Gegeven een kilogram droge verzadigde waterdamp van 
T,°; men laat dit den volgenden kringloop omkeerbaar 
volbrengen : 

a. verhitting bij constanten druk tot onverzadigden 

damp van 73°, 

b. adiabatische uitzetting tot 7°, 

c. isothermische uitzetting tot drogen verzadigden damp 
van 79°, 

d. de damp wordt tot den begintoestand teruggebracht 
door een samenpersing, waarbij de damp steeds ver- 
zadigd en droog wordt gehouden. 

Gevraagd: 

1. deze toestandsveranderingen voor te stellen in het 

pv- en in het Ty-diagram, 

2. Hoe groot is het dampgehalte aan het eind van de 
adiabatische uitzetting, 

3. hoe groot is de totale uitwendige arbeid bij den 
kringloop ? 

Wi==443®abs., 7, == 878%abs., Ts == 503 abs. ; 

De verdampingswarmte bij de absolute temperatuur 7' is 


10 


te stellen 7 == 800 — 0,708 7, de soortelijke warmte bij 
constanten druk van onverzadigden waterdamp == 0,48, 
I/log e — 2,3026, de soortelijke warmte van water bij alle 
temperaturen nd 1 

2. Een ruimte is door een tusschenschot in twee gelijke 
deelen verdeeld; in het eene gedeelte bevindt zich een 
ideaal gas, in het andere een tweede ideaal gas, ieder bij 
de temperatuur 7 en den druk p. Men neemt het tusschen- 
schot weg, zoodat de gassen in elkaar kunnen diffundeeren. 
Gevraagd, met welk bedrag de gezamenlijke entropie en 
de thermodynamische potentiaal bij constanten druk der 
twee gassen zijn veranderd, als de diffusie is voltooid en 
het gasmengsel dan ook de temperatuur 7 bezit. 

De massa van ieder gas, in grammen uitgedrukt, bedraagt 
1/, van het molekulair gewicht. 

T == 300° abs. De absolute gasconstante — 2 calorieën. 


Natuurkunde (Electriciteit, beknopte cursus). 


1. Een aardinductor met 200 windingen ieder van 1600 
cM?. oppervlak wordt gesteld met het vlak der windingen 
vertikaal, en loodrecht op den magnetischen meridiaan; de 
uiteinden der windingen zijn verbonden met een ballistischen 
galvanometer. Als de aardinductor om een verticale as uit 
dezen stand over 180° wordt gedraaid, is de uitslag van 
den galvanometer «°; de weerstand van de gene keten is 
daarbij 51 ohm. 

Wanneer men een condensator, geladen tot een poten- 
tiaal-verschil van 156 statische C.G.S.-eenheden, door den 
galvanometer ontlaadt, is de uitslag 2«°. 

Gevraagd, hoe groot is de capaciteit van den condensator 
en welke waarde volgt hieruit voor het specifiek induceerend 
vermogen van mica, als gegeven is, dat de condensator 
bestaat uit een plaat mica, dik 0,5 mM., over een opper- 
vlakte van 90 cM?2. ter weerszijden beplakt met bladtin. 

De horizontale intensiteit van het aardmagnetisme H —= 
0,186 C.G.S.-eenheden. 

2. Van de polen van een dynamo gaan twee kabels van 
70 mM?2. doorsnede en 800 meter lengte, om stroom te 
leveren voor 500 parallel geschakelde gloeilampen. De speci- 
fieke weerstand van het materiaal, waaruit de kabels be- 
staan, is 1,72 mikrohm-centimeter. Hoe groot is het poten- 
tiaalverschil aan de polen van de dynamo, als alle lampen 


Hi 


branden met een stroomsterkte van 1/, ampère, en als 
daarbij de weerstand van iedere lamp 880 ohm bedraagt? 


Natuurkunde (Algemeene cursus, 2de deel). 


1. Welke grootheden kunnen voor de beschrijving van 
den magnetischen toestand van een stuk ijzer dienen? Hoe 
hangen deze grootheden af van de uitwendige magnetische 
kracht ? 

Hoe verklaart men het magnetisch worden van iĳzer 
volgens de theorieën van Weber en Ewing? 

Welken invloed hebben temperatuurveranderingen op de 
magnetische verschijnselen en hoe verklaart men dien door 
bovengenoemde theorie’? 

2. In een leiding zijn opgenomen een galvanisch element 
(E == 1 volt) en een lange rechte draadklos. Deze laatste 
is 50 cM. lang en bestaat uit 150 cirkelvormige windingen 
van 2 cM. straal. De klos is gevuld met week ijzer, waar- 
van de permeabiliteit « op 1000 kan worden gesteld. De 
weerstand van de geheele keten bedraagt 2 ohm. 

Indien in deze leiding de stroom gesloten wordt, zal 
deze wegens de zelfinductie niet dadelijk op de volle sterkte 
komen en daardoor zal de geheele in de eerste seconden 
doorgestroomde hoeveelheid minder zijn dan zonder zelf- 
inductie het geval zou zijn. Men vraagt het verschil te 
berekenen. 


Natuurkunde (Bijzondere onderwerpen). 


1. Men weegt het water, dat een pipet bij vulling tot 
aan een merkstreep opneemt. 

Gevraagd: 

1. Welke fout in procenten wordt begaan, als men het 
volume van het water, uitgedrukt in cM$., gelijk stelt aan 
het aantal grammen van het aldus gevonden schijnbare 
gewicht, tevens verwaarloozende de uitzetting van het water, 
wanneer gegeven is: 

de temperatuur bij wegingen — 15° C., 

het soortelijk gewicht van water bij 15° Gr IH 

het soortelijk gewicht der gewichtsstukken == _ 84 
en als men het soortelijk gewicht van de lucht in de balans- 
kast — 0,0012 stelt? 

2. Welke fout in procenten wordt begaan door het 
soortelijk gewicht der lucht 0,0012 te stellen, als boven- 
dien gegeven is: 
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de vochtigheidstoestand der lucht in de balanskast == 0,50, 

het maximum van spanning van waterdamp bij 15° C. = 
12,8 mM. kwikdruk, 

het soortelijk gewicht van droge lucht bij 0° GC. en 760 
mM. == 0,001293, 

de dichtheid van waterdamp ten opzichte van lucht — 5/8, 

de barometerstaná, afgelezen op een geelkoperen schaal 
bj 15 Gre= 182,3 mM., 

de uitzettingscoëöfficient van kwik — 0,000181, 

de lineaire uitzettingscoëfficient van geelkoper = 0,000019? 

Ondersteld wordt, dat de schaalverdeeling van den baro- 
meter bij 0° C. juist is. 

2. Van een kristal zijn voor een zekere golflengte van 
het licht gegeven de drie hoofdbrekingsindices: 

Na == 1,520465 "1 SUD AAOO MI NE 

le. Men slijpt uit dit kristal een planparallel plaatje met 
de evenwijdige zijvlakken loodrecht op de optische normaal. 
Een bundel wit licht doorloopt achtereenvolgens een polari- 
sator, het gegeven plaatje in de richting van de optische 
normaal, een analysator en een spectroskoop, terwijl de 
hoofdrichtingen van het plaatje een hoek van 45° maken 
met de trillingsrichtingen van polarisator en analysator, 
welke onderling gekruist zijn. In het spectrum neemt men 
een donkere streep waar op de plaats voor À, — 0,687 u, 
terwijl de eerstvolgende donkere streep is gelegen in À9 — 
0,515 u. 

Gevraagd, hoe dik ís het plaatje en voor welke golflengte 
tusschen deze beide gelegen is het licht, dat uit het plaatje 
treedt, circulair gepolariseerd ? 

Het verschil der brekingsindices mag hierbij voor alle 
golflengten gelijk worden gesteld. 

2e. Hoe groot is de scherpe hoek tusschen de optische 
assen voor de gegeven waarde der ho fdbrekingsindices ? 

se, Welk is het teeken van de dubbele breking? 


Propaedeutische Examens 1908 na de Zomervacantie. 
Stelkunde. 


1. Bereken x en y uit de vergelijkingen: 


YDaBtyytda By dy) 2y=0 
lj gr (Wel) Tt Sen 
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2. Bewijs dat iedere stelkundige vergelijking ten minste 
één wortel heeft. 


Differentiaal- en Integraalrekening. 


Gevraagd de lengte van den grootsten of kleinsten voer- 
straal, uit den oorsprong van een rechthoekig coördinaten- 
stelsel naar het oppervlak 


{5 ie ys — 23 —= QS 
getrokken. 


2. De kromme, die tot vergelijking heeft 
| 2 Hy? — aa? y, 
vormt in het tweede quadrant van een rechthoekig coör- 
dinatenstelsel eene lus. 
Bereken den inhoud van deze lus. 
8. Gevraagd de differentiaal vergelijking 
d2y ger — e—2x\ dy 4 ay ne 
dx? +2 (5 J- De) da EEn (ez L- e—2x)? EN, 
te integreeren met behulp van de substitutie 
ars b Le LOW 


Determinanten, Differentiaal- en Integraalrekening 
voor Technologen en + Wjningenieurs. 


1. Bewijs: 
sina sinb sin c 
sin 2assin 2b sin 2e |= 
sin Sa sin 3b sin 3c 
=— 8 sin a sin b sin c (cos b — cos dl) (cos c — co8 a) (cos c— co8 b). 


2. De raaklijn in een punt P eener kromme snijdt de 
lijn « + a = 0 in een punt 4. Men verbindt de punten 
P en 4 met den oorsprong 0 der rechthoekige coördinaten- 
assen. Welke differentiaalvergelijking drukt uit, dat voor 
ieder punt P der kromme de lijnen OP en OA loodrecht 
op elkaar staan? Integreer die differentiaalvergeliĳking. 
Wat wordt de kromme lijn als van de Y-as een stuk a 
wordt afgesneden ? 

8. Onderzoek en teeken de kromme lijn 

Pk UIA oe U) 
Bereken het oppervlak door deze kromme lijn ingesloten, 
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Differentiaal- en Integraalrekening voor architecten. 


1. Er moet een pakhuis met vierkanten plattegrond, 
platte bedakking en gegeven inhoud gebouwd worden. Zoo 
de prijzen per M?2, van den grond, van het muurwerk en 
van het dak zich verhouden als 1, 2 en 3, wordt het ge- 
bouw zoo goedkoop mogelijk, indien de hoogte gelijk is 
aan de lengte en de breedte. Bewijs dit. 

De dikte der muren wordt buiten beschouwing gelaten. 

2. Bepaal zoo nauwkeurig en volledig mogelijk den vorm 


der kromme 
(2 YPP = azy?. 


Analytische Meetkunde 
voor…C. 1: Wels Scheeps Am 


1. Bepaal de coördinaten der snijpunten van den cirkel: 
nT YL— 6p —6y + 13 = 0 

ad. met den cirkel: 

xt y2 — 6 + 1 = 0; 
b. met het lijnenpaar: 

12 — Ay? — 6 H Ay —27=0; 
c. met de ae 
— 67 + 2y —3 == 0. 

2. Op de as Ee neemt men op een afstand OA = a 
boven O een punt A aan. Op een rechte lijn, die 4 met 
een punt P van het vlak XOY verbindt, bepaalt men een 
punt @ zoodanig dat APA StaZs: 

Wat is de meetkundige plaats van Q als P het Song 
vlak XOY doorloopt? 

3. Bepaal de projectie van het oppervlak: 

ye J 22 — 2yzt4rmy—4=0 
op het vlak ZOZ, 

Bepaal ook den aard van het oppervlak. 


Analytische Meetkunde 
voorb sscheik. LM 


1. Op de as OY neemt men een punt A boven de as 
OX aan, zoodanig dat OA == a is. Op de lijn AP, die A 
verbindt met een willekeurig punt P op OX, bepaalt men 
een punt Q, zoodanig dat AP.AQ = a? is. 


Ss 
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Gevraagd: de meetkundige plaats van Q als P de as OX 
doorloopt, 

2. Bepaal de vergelijkingen der gemeenschappelijke raak- 
lijnen der beide cirkels, welker vergelijkingen zijn: 

yn |, 
ny? — 8 + 7 =O. 

3. In een vlak is gegeven een bundel cirkels gaande door 
de punten A en B. Aan elken cirkel van den bundel trekt 
men de raaklijnen, die met AB een hoek « maken. Bepaal 
de meetkundige plaats der hierdcor ontstaande raakpunten. 


Beschrijvende Meetkunde 
voor-0. IW. L, Scheepsb. IL. B.L, 


1. Teeken de perspectief van een rechten cirkelcylinder 
en een daarop rustenden balk met schaduw bij zonlicht. 
Horizonshoogte 15 cM., distantie 20 cM., oogpunt ter linker- 
distantiepunt ter rechterzijde. Hoogte van den cylinder 20 
cM., straal van het grondvlak 5 ecM. De cylinder rust op 
den grond en ligt met een eindvlak in het tafereel; het ver- 
ticale vlak door zijn as snijdt het tafereel volgens de lijn, 
die den afstand van oogpunt en distantiepunt rechthoekig 
middendoordeelt. Lengte van den balk 30 cM., breedte en 
dikte 5 cM.; hij rust op den grond met een korte ribbe en 
verder op den cylinder volgens een beschrijvende lijn. Zijn 
langste ribben, die dus evenwijdig aan het tafereel loopen, 
maken met den grond hoeken van 30° (opening naar rechts); 
de voorste twee zijn 5 cM. van het tafereel verwijderd. De 
lichtstralen loopen evenwijdig aan het tafereel en maken 
met den grond hoeken van 45° (opening naar links). 

BEEBOROM EUN LEN AOM =S 135 Ze OZ 1809. ‘Van 
een wig van Wallis is het vlak van den grondcirkel even- 
wijdig aan het vlak XOY. De scherpe kant van de wig 
loopt evenwijdig aan het tafereel en ontmoet de Z-as in 
een punt, dat 12 cM. boven O ligt. De wig snijdt het vlak 
XOY volgens een ellips, die zich op het tafereel projecteert 
als een cirkel met O’ als middelpunt en een straal van 6 cM. 

Construeer: 

a. den straal van den grondcirkel, 

b. het vlak van den grondcirkel, 

c. de assen der ellips, die de projectie van den grond- 
cirkel op het tafereel is. 

8. Op de as van projectie zijn aangenomen de punten 
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A en B (A ter linkerzijde), AB —= 12 cM. Uit A trekt men 
in het verticale vlak naar boven de lijn AC, die met de 
as van projectie een hoek van 60° maakt (opening naar 
rechts) Aal 87 cM. 

Een in het verticale vlak boven het horizontale vlak 
gelegen cirkel (middelpunt M, straal-3 cM.) raakt aan de 
as van projectie in B. Cirkel (M) wentelt om AC en be- 
schrijft dus een ringoppervlak. 

Nog is gegeven een kegelvlak, welks richtkromme een 
cirkel is (straal 8 cM.), in het horizontale vlak, voor het 
verticale liggende en de as van projectie rakende in een punt 
D op 6 cM. ter rechterzijde van B gelegen. De top T van 
den kegel ligt in het verticale vlak; zijn horizontale projec- 
tie is B; T ligt even hoog boven de as van projectie als C. 

Trek uit C de raaklijnen aan het kegelvlak, die tevens 
den ring inwendig raken en bepaal haar raakpunten met 
ring en kegel. 

Papier in de breedte. Afstand van de as van projectie boven 
den benedenrand 15 cM., afstand van A tot den linkerrand 85 cMl. 


Beschrijvende Meetkunde 
voor Technologen en Mijningenieurs. 


1. Gegeven twee punten in het verticale vlak en een 
willekeurig punt. Gevraagd door die drie punten een bol 
aan te brengen, die het horizontale vlak aanraakt. 

2. Van een wig van Wallis ligt de richtcirkel in het 
horizontale vlak; de straal van dien cirkel is 8 cM., terwijl 
zijn middelpunt 12 cM. vóór het verticale vlak ligt. De 
scherpe kant van de wig maakt een hoek van 45° met het 
verticale vlak en ligt 12 cM. boven het horizontale vlak. 
Teeken van de vier beschrijvende lijnen, die een hoek van 
60° ‚met het horizontale vlak maken, diegene waarvan de 
horizontale doorgang het dichtst bij het verticale vlak ligt. 
Construeer het raakvlak in een punt dier beschrijvende 
lijn, dat 7 cM. boven het horizontale vlak ligt. 

3. Axonometrie. / XOY = 120% /20X% TODT 
vlakken, die van de (positieve of negatieve) assen stukken af- 
snijden, waarvan er één een lengte heeft van 8 cM., de beide 
andere een lengte van 16 cM., sluiten een kristal in. Teeken 
de axonometrische projectie van één octant (achtste deel) van 
dit kristal. Construeer de ware gedaante van een zijvlak. 
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Natuurkunde. Algemeene cursus, 1ste deel. 


1. Een ronde metalen staaf van 2 meter lengte en 2 cm. 
middellijn wordt aan een alzijdigen druk van 300 atmosferen 
blootgesteld, en ondergaat daarbij een verkorting van 0,25 mn. 

Een ander maal wordt deze staaf met het eene einde 
vastgeklemd, en aan het andere door een kracht van 10 kg, 
werkende aan een arm van 20 cm. gewrongen. Men vindt 
daarbij een wringingshoek van 5 graden. 


Gevraagd te berekenen : 

1. den samendrukbaarheidscoëfficient, 

2. den glijdingsmodulus, 

3. den elasticiteitsmodulus en den coëfficient van zijde- 
lingsche contractie van het metaal. 


1 atmosfeer —= 1.0334 kg/cm?, 


E fs) 
Sen orn kmr 2 u). 

2. Een hoeveelheid gas van 3 dm®, bij den druk p, en 
de temperatuur t, ondergaat een geringe adiabatische samen- 
drukking tot den druk ps. 

Daarna ondergaat het gas een toestandsverandering bij 
constant volume, waardoor de druk p3 en de temperatuur 
weer { wordt. 

Het drukverschil ps — p, wordt gemeten door een water- 
kolom van 7 cm. het verschil p3 —p, door een van 5 cm. 

Men vraagt te berekenen: 

1. de verhouding der beide soortelijke warmten cpfc, voor 
dit gas, | 

2. den arbeid die bij de bovenbedoelde adiabatische samen- 
drukking is verricht, in ergen, 

8. de warmte die bij een isothermische samendrukking 
van den druk p, tot 3 zou moeten worden afgevoerd, in 
calorieën. 

1 gramcalorie = 419 X 105 ergen. 

8. Geef een beschrijving van de methoden ter verkrijging 
van vloeibare lucht. 


1. Een ruitvormige stroomgeleider, waarvan de diagonalen 
30 en 40 cm. bedragen, wordt doorloopen door een stroom 
van 15 ampère. Men vraagt te berekenen de magnetische 
kracht in het middelpunt. . 

Examen-Opgaven in 1908. | 2 
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_ 8. Indien de stroomgeleider van het vorige vraagstuk 
(zonder dat hij met een stroombron is verbonden) eerst 
horizontaal wordt geplaatst, en dan om een horizontale as 
die in den magnetischen meridiaan ligt, 90° wordt gedraaid, 
zal een ballistische galvanometer, die in de leiding is op- 
opgenomen, een uitslag van 15 schaaldeelen geven. De 
weerstand van de geheele leiding is daarbij 50 ohm. De 
gevoeligheid van den galvanometer is bepaald door een 
condensator van 1/10 microfarad, geladen tot 2 volt, er 
door te ontladen, waarbij een uitslag van 60 schaaldeelen 
is gevonden. 

Men vraagt te berekenen de inclinatie, als nog gegeven 
is dat de horizontale intensiteit van het aardmagnetisme 
0,19 bedraagt. 

3. Een Leidsche flesch, waarvan de bekleedselen elk 60 
cm? oppervlak hebben, en de glasdikte 2 mm. bedraagt, 
terwijl voor de diëlectrische constante van het glas K — 6 
kan worden gesteld, wordt geladen tot een potentiaalverschil 
van 1500 volt. Daarop wordt de knop in aanraking ge- 
bracht met een geleidenden bol van 2 dm. straal, terwijl 
het buitenbekleedsel met de aarde is verbonden. 

Als vervolgens de bol geïsoleerd wordt opgesteld, vraagt 
men den arbeid te berekenen, noodig om een hoeveelheid 
electriciteit van een microcoulomb te brengen van een 
afstand van 1 meter van het middelpunt van den bol tot 
op 0,6 meter. 


Technische warmteleer. 


1. Een hoeveelheid lucht, waarvan het volume v en de 
temperatuur 15° C bedraagt, ondergaat achtereenvolgens de 
drie volgende toestandsveranderingen : 

1. Isothermische uitzetting totdat het volume 3/g ® 

bedraagt. 

2. Polytropische uitzetting tot het volume 2v bedraagt. 

8. Adiabatische samendrukking tot in den begintoestand. 

Men vraagt: 

ad. Hoe groot is de exponent #», waardoor in de uitdruk- 
king pv” = const. deze polytropisische toestandsverandering 
wordt bepaald ? 

b. Welke is de temperatuur aan het einde van de poly- 
tropische toestandsverandering ? 

c. Hoe groot is per kg. van de lucht, bij de polytropische 


Io 


verandering, de toegevoerde warmte, de verandering der 
inwendige energie en der entropie, en de uitwendige arbeid ? 
Gegeven is Cp == 0,238, cr —= 0,169. 
2. Uit de eerste en de tweede wet der mechanische 
warmtetheorie af te leiden de betrekking 


(5 ad Ò p 
OWA (5e), 


waarin U de inwendige energie, v het volume, p den druk 
en T de temperatuur van het beschouwde stelsel aangeeft. 

Deze vergelijking toe te passen op: 

d. een ideaal gas, waarvoor geldt pv = RT, 

b. op een stelsel van een vloeistof met zijn damp in 
evenwicht. 


Electriciteit, beknopte cursus. 


1. Gegeven drie metalen platen van gelijk oppeivlak, 
evenwijdig aan elkaar opgesteld op onderling gelijke af- 
standen. 

De platen worden gehouden op de potentialen V,, V en 
Vs, waarvan V de potentiaal van de middelste plaat aangeeft. 

Bewijs, dat de kracht, die per eenheid van oppervlak op 
de middelste plaat op eenigen afstand van de rand wordt 
uitgeoefend, evenredig is met 


ml). 


2. Een oplossing van LiCl in water bevat 0,001 gramaequi- 
valenten per liter van de oplossing. Hoe groot is bij 18° C 
de weerstand van een cilindervorming gedeelte van de vloei- 
stof, waarvan de doorsnede 4 cm?, de lengte 1 cm bedraagt. 
De dissociatiegraad in de oplossing kan 1 gesteld worden. 
Verder is gegeven de snelheid van het kation 0,000352 cm/sec 
voor 1 volt/em en van het anion 0,000667, beide bij 18° C, 
het atoomgewicht van waterstof 1,008 het electrochemisch 
aequivalent van waterstof 0,01044 mg/amp. sec. 


Bijzondere onderwerpen. 


1. Beschrijf de inrichting en het gebruik van den boter- 
refractometer, den refractometer met veranderlijken breken- 
den hoek en den indompelrefractometer. Daarbij te ver- 
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melden, hoe bij deze refractometers, voor zoover zij met 
wit licht worden gebruikt, de kleurschifting wordt opgeheven. 

2. Welken vorm bezit het golfoppervlak voor een eenassig 
dubbelbrekend kristal (positief en negatief)? 

Toon aan, dat het golfoppervlak ook is af te leiden uit 
een enkele ellipsoïde (index-ellipsoïde). 

Op welke wijze kan men bij de tweeassige dubbel- 
brekende kristallen de optische assen bepalen uit de index- 
ellipsoïde, en hoe uit het golfoppervlak ® 

Hoe berekent men den hoek tusechen deze assen? Welk 
verschil bestaat tusschen positieve en negatieve dubbel- 
brekende tweeassige kristallen? Wat verstaat men onder 
de conisch refractie? 


Theoretische en Toegepaste Mechanica 
voor Technologen. 


1. Aan een homogene cirkelvormige plaat zonder dikte, 
waarvan de straal 2 dM. en het gewicht 8 P gram bedraagt, 
is in het middelpunt een stang zonder dikte bevestigd, die 
loodrecht op het vlak van de plaat staat, een lengte 6 dM. 
en een gewicht 3 P gram heeft. Men laat dezen toestel 
om een punt van de staaf slingeren, dat 2 dM. van de 
plaat verwijderd is. Men vraagt den slingertijd voor kleine 
slingeringen te berekenen. Versnelling der zwaartekracht 
10 M 

2. Een homogene cylinder (straal 7cM., gewicht G gram) 
rust met een horizontale beschrijvende lijn op een hellend 
vlak met een hellingshoek « (opening naar rechts). De 
cylinder heeft aanvankelijk een rotatiesnelheid w° (met de 
wijzers van het uurwerk mede), maar geen voortgaande 
snelheid. Onderzoek het gedrag van den cylinder als ge- 
geven is, dat de wrijvingscoëfficiënt tusschen cylinder en 
vlak tga bedraagt. Versnelling zwaartekracht g cM. 

3. Een materieel deeltje met een massa m gram bevindt 
zich onder den invloed der zwaartekracht (versnelling g 
cM.) en der aantrekkende kracht uitgaande van een vast 
punt 0; deze aantrekkende (naar O gerichte) kracht bedraagt 
u2m dynes als het materieele deeltje zich op een afstand 
1 eM. van OQ bevindt. Onderzoek de beweging van dit 
deeltje als het zonder beginsnelheid wordt losgelaten uit 
een punt, dat even hoog ligt als O en op een afstand a CMS 
daarvan verwijderd is. 
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Theoretische Mechanica. 


1. Een vat bestaat uit een halven bol afgesloten door 
een grooten cirkel. Met het platte vlak rust het op een 
horizontaal vlak. 

Als dit vat geheel gevuld is met een vloeistof en de druk 
in ’thoogste punt gelijk nul wordt ondersteld, wordt ge- 
vraagd den druk op ’t grondvlak te berekenen. 

Wat zal die druk wezen, als het vat met zijn vlakke 
grensvlak op een hellend vlak rust en ook hier ondersteld 
word, dat de druk van de vloeistof in ’t hoogste punt van 
het vat gelijk nul is? 

2. Een stoffelijk punt beschrijft een cirkelvormige baan 
onder de werking van een kracht, die voortdurend gericht 
is door een vast punt op die baan. 

Gevraagd de wet, volgens welke die kracht werkt. 

8. Een homogene staaf, lang 24, kan vrij over een horizon- 
taal vlak bewegen en ondervindt daarbij geen wrijving of 
weerstand van de lucht. 

Elk massadeeltje van de staaf wordt getrokken in een 
richting loodrecht op een rechte lijn in het horizontale vlak 
met een kracht, die gelijk is aan de massa van het deeltje 
vermenigvuldigd met u? maal zijn afstand tot die lijn. 

Op zeker oogenblik bevindt zich de staaf in genoemde 
lijn, en heeft daar een verschuiving met de snelheid v, in 
de richting loodrecht op die lijn en een wenteling om een 
verticale as door ’t zwaartepunt met een hoeksnelheid w. 

Bepaal de beweging van de staaf in de onderstelling 

MD == U, 


Toegepaste Mechanica !). 
1e Zitting. 


1. In het midden van de ronde staaf AB, die aan de 
uiteinden is ingeklemd, is een eveneens ronde staaf CD 
bevestigd, loodrecht op de eerste. In de eindpunten C en 
D grijpen twee gelijke, tegengesteld gerichte krachten P aan, 
evenwijdig aan de as van A.B. 

Gevraagd wordt de draaiing van de (rechte) verbindings- 
lijn C.D. Bij de uitwerking der vergelijkingen kunnen de 
vormveranderingen door afschuiving verwaarloosd worden. 

2. Van een kapkonstructie zijn de twee spantbeenen 


1) De figuren zijn weggelaten; de redactie is daarom hier en daar 
iets uitgebreid. 
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CT en DT in T scharnierend aan elkaar bevestigd, en in C 
en D eveneens scharnierend op de stijlen AC en BD. 

Gevraagd wordt, welke spanningsverdeeling ontstaat in 
de inklemmingsdoorsneden bij A en B. 

3. Tussen de twee uiteinden A en D van een beugel ABCD 
is de staaf AD scharnierend aangebracht. De lengten AB, 
BC en CD zijn gelijk; de hoeken bij B en C zijn recht. 

De staaf AD wordt t° verwarmd boven de temperatuur, 
waarbij hij spanningloos was; gevraagd wordt, of daardoor 
knikgevaar voor die staaf ontstaat. De staven zijn alle 
rond en even dik. 

Bij de uitwerking der vergelijkingen kunnen de vorm- 
veranderingen door normaal- of afschuivende krachten ver- 
waarloosd worden. 

4. Welk normaalprofiel I-ijzer moet voor de (bij A en 
B in den grond ingeklemde) stijlen AC en BD van een 
gegeven kapkonstruktie gekozen worden, als 

JAB=4CD=l =5 M, 
AGS DD Site ANR 
helling der kapbeenen di SE 
belasting in het hoogste punt van de kap p == 1000 KG. 

5. In een ruimte van 10 M. bij 8 M. moet een zolder 

gelegd worden, die, met inbegrip van het eigengewicht, 


EOD EE 


Op het doorgaande moerbint rusten (negen) eveneens 
doorgaande kinderbinten. 

Gevraagd wordt een dwarsdoorsnee van de stijl S (in 
het midden van AB) als die stijl 4 M. hoog moet zijn. 


moet kunnen dragen. 


Toegepaste Mechanica. 
2e Zitting. 


1. Bewijs de stelling van Castigliano, die betrekking heeft 
op staties onbepaalde grootheden, zowel, als die grootheden 
uitwendig, als ook, indien ze inwendig staties onbepaald zijn. 

2. De rechthoekige doorsnee van een staaf wordt 
belast op buiging en op afschuiving; de afschuivende 
kracht werkt volgens een der hoofdassen, volgens welke 
het vlak van het buigend koppel de doorsnee tevens snijdt. 

Gevraagd wordt, in welke punten van de doorsnee de 
spanningstoestand de gevaarlijkste is. | 
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8. Wat is de kern van een doorsnee, en hoe wordt 
daarmee gerekend ? 

4, Wanneer zijn in een plat vakwerk 2 k— 3 staven niet 
voldoende, om & knooppunten ten opzichte van elkaar vast 
te leggen? Geef voorbeelden. 

5. Hoe verdeelen zich de schuifspanningen bij een cirkel- 
vormige doorsnee, als die doorsnee op wringing belast wordt ? 
En hoe bij een elliptiese doorsnee? 

6. Welke spanningen ontstaan in een rechthoekige balk, 
als die balk wordt belast op buiging en afschuiving? 

7. Hoe worden de staafspankrachten in een plat vakwerk 
bepaald ? 


Zeevaartkunde 1908, (3 uren). 


hbe kie 19: wordt op 10° 50 ges, N:b. én-51°50' 
geg. O.L. ten ongeveer 5430 N.M. waargenomen zons o.r. 
gem. h. — 14° 20’ 20’ en te gelijk maans or. gem. h. —= 
64° 18’ 10° bij aanw. tijdm. — 34 7m 305. Index Corr. in- 
strum. = + . Oog 6 M. b.w. Stand tijdm. tot M. T. Gr. = 
— 1e 16" 65. 

Gevraagd standplaats schip volgens St. Hilair, 


Alm. 
Aleen OR Rt 2OT. zons d-== 21255" N.: 
verandering in in —=— 26’, 1. 


dnek OP Liar: 5m 565,9 (a. v. M. T.)... veran- 
BENE nt ein 0°,2 

BO en, U M. vonswher Or 4 LO 

Me See ee Mat. te emaans de LO AO tk NOL: 
verandering in 10® — + 148',1- 

Enlil 1e MEI Grimaans RO 138 20% 52% 4e, 
verandering in 10® —= + 225,05. 
Op het oogenblik van waarneming maans h. p. =n0 107 

CNE KOR Ae 
2. “Men wenscht te varen van Boston naar Kaap Blanco. 
Gevraagd: afstand volgens grootcirkel en volgens loxodroom, 
koersen van afvaart en aankomst volgens grootcirkel en vol- 
gens loxodroom, breedte en lengte vertex. 
eed o , alt le) Ld 

Boston if Ze ze Kaap Blanco | mf ze 

8. 6 Nov. 19.... op 47° 30' geg. N.b. en 25° 30 W.L. 
wordt gevraagd de ware tijd van beneden doorgang van 
a Ursae Majoris. Op het oogenblik van beneden doorgang is 


» 
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gem. h. « Ursae Majoris = 20°5'. Ook 6 M. b.w. Gevraagd 

de ligging van het breedtepunt en de richting der hoogtelijn. 
Alm. 

6 _Nov.:sterssR..0; == 104 57, 2180. sters d. = O2DLSNONN 

6 Nov. Ot W.T. Gr. O RO. = 140480 328. A inden 0s 


Sterrenkunde. 


1. Teeken een hemelsfeer voor 28° N.b. met waren 
horizon, toppunt, hemelequator en hemelpolen. Teeken de 
ecliptica als de zons westelijke uurhoek == 24 en de zons 
R.O. = 4 uur. Plaats de zon en teeken de cirkel der schijn- 
bare dagelijksche beweging van de zon. Plaats de ster S, als 
sters R. O0. = 184 en stersdeclinatie —= 30° Z. Plaats de 
volle maan als de maansbreedte = 0°. Plaats de klimmende 
knoop van de maansbaan. Teeken de cirkels der schijnbare 
dagelijksche beweging van maan en ster. Noem de bogen 
die gelijk zijn aan de zons- en aan de maansdeclinatie. 

2. Geef een elementair bewijs van de juistheid der 3de 
wet van Keppler, terwijl verondersteld wordt dat de planeten 
cirkelbanen beschrijven om de zon. 


Wiskunde L. 0. 
Stelkunde (24 uur). 


1. Als de vergelijking 
xi (Il +62 Ha)x? + 1la + 6al/2=0 
tot wortel heeft 3 —[/2, bepaal dan de waarde van a en 
de andere wortels. 
2. Ontbind in twee factoren 


Lorin De an OD? 
a asc? Pe? 


4 + 


via vra iiet 


pm, 4 


3. Als 


wat is dan de waarde van 
| x 
cr” log br Xb" log cr 
voor waarden van a tusschen — 1 en +1? 
N.B. «c* log b* beteekent log b* als de basis c* is; 
be log c? beteekent log c* als de basis b? is. 
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Planimetrie (24 uur). 


1. Met een gegeven lijn als straal een cirkel te constru- 
eeren, die een gegeven cirkel M zoo snijdt, dat de gemeen- 
schappelijke koorde, voldoende verlengd, door een buiten 
den cirkel M gegeven punt P gaat; bovendien moet de ge- 
vraagde cirkel een gegeven lijn L raken. 

2. Men construeert een driehoek ABC, waarin AC en BC 
gelijk zijn aan twee gegeven lijnen, terwijl AB willekeurig 
wordt aangenomen. Verder bepaalt men op AB of haar ver- 
lengde een punt D, zoodat CD = CB. Vervolgens brengt men 
een cirkel met willekeurigen straal door B en D, en trekt uit 
A een raaklijn aan dien cirkel. Bewijs, dat die raaklijn een 
standvastige lengte behoudt, als men voor AB verschillende 
waarden kiest. 

3. In een regelmatigen tienhoek ABCDEFGHIK trekt 
men AC en AE. Bereken de verhouding van de oppervlak- 
ten van driehoek A BC en vierhoek ACDE. 


Stereometrie (24 uur). 


1. In een rechthoekigen driehoek A BC laat men de hoog- 
telijn BD op de schuine zijde AC neer. 

Op BD als middellijn wordt een cirkel beschreven in een 
vlak loodrecht op dat van den driehoek. | 

Uit het hoekpunt C worden lijnen getrokken gaande Hoor 
de punten van den cirkelomtrek, 

Bewijs, dat de meetkundige plaats van de snijpunten dezer 
lijnen met een vlak, dat door B is aangebracht loodrecht op 
BC, is een cirkel met BA tot middellijn. 

2. Van een parallelopipedum ABCDA,B,C,D;, is het 
grondvlak ABCD een ruit, waarvan de zijden a. — cM. lang 
zijn, terwijl /DAB= 60°. 

De opstaande ribbe AA,, eveneens ter lengte van a cM., 

maakt hoeken van 45° en 60° resp. met de zijden AD en AB 
„an het grondvlak. 
__Bepaal den inhoud van het parallelopipedum en ook de 
deelen, waarin het lichaam verdeeld wordt door een vlak, 
aangebracht door de hoekpunten A, en Den door het midden 
M van de opstaande ribbe CC. 

3. Zijn de overstaande zijden van een bolvierhoek twee 
aan twee gelijk, dan wordt de boog van iederen grooten cir- 
kel, die door het snijpunt van de diagonalen tusschen een 
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paart overstaande zijden getrokken, in dit punt gehalveerd. 
Bewijs dit. 

Wat volgt hieruit voor den boogafstand van bedoeld snijpunt 
tot de snijpunten van de verlengde overstaande zijden ? 


_Gonio- en trigonometrie (2} uur). 


1. Van A ABC is gegeven sin 1/, A — 0,6 en cos 2 B= 
0,8. Bereken (zonder tafel) tangens C. 

2. Bereken de waarden voor x# en y,‚ die voldoen aan de 
vergelijkingen 

3Sinx +5Siny =o en 2tgv-5tey=0. 

9. Van een A ABC zijn gegeven de straal des ingeschreven 
cirkels + 5,27, / A == 70° 14’ 12” en de lijn, die B met het 
raakpunt op de zijde AC verbindt —= 16,3. 

Bereken de andere hoeken des driehoeks. 


Meetkunde (8 uren). 


Examen M. 0. K!, 1908. 


1. Van een vlakken vierhoek ABCD is gegeven ir 
CD = BC + AD. 

Op de zijde 4B neemt men een punt & willeke 
aan; verder op BC, CD en DA achtereenvolgens de 
punten #', G en A 200, dat BF —=' BE, CG SCHE 
DH == DG is. Bewijs: 

l° KF en GH snijden AC in een zelfde punt; evenzoo 
snijden EH en GF de lijn BD in een zelfde punt. 

2e De vier punten #, F', G en H liggen op een cirkel. 
Deze cirkel snijdt de zijden opnieuw in de punten El, Ft, 
Gi en HL zoodanig dat ook E!H! en GiF! de lijn BD in 
een zelfde punt snijden. 

2. In een vlak is een cirkel C, een punt P buiten dien 
cirkel en eene lijn 4, die geen punt met den cirkel gemeen 
heeft, gegeven. 

Men beschouwt alle bollen door den cirkel C gaande en 
de kegels, die P tot top hebben en deze bollen omhullen: 
gevraagd de meetkundige plaats der aanrakingscirkels van 
kegels en bollen. 

Als men door { aan elk der bollen de beide raakvlakken 
aanbrengt, welke is dan de meetkundige plaats der raak- 
punten ? 

3. Gegeven is een boldriehoek ACB; D en & zijn de 
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middens der zijden AB en AC; P is de pool van den 
grooten cirkel door D en E. Bewijs; 

le De groote cirkel door D en HE snijdt den grooten 
cirkel BC in twee punten, die de middens zijn der twee 
bogen, begrensd door B en het punt, dat diametraal tegen- 
overgesteld is aan C; 

2e P heeft gelijke afstanden tot B en CQ; 

3e De hoek BPC is het dubbel van hoek DPE. 


Trigonometrie (24 uur). 


1. Los x,y en 2 op uit de vergelijkingen 


DAY Fer 
ige _tgy __ ige 
dende 


2. Uit eon punt P van een boloppervlak trekt men een 
grootan cirkel, die een gegeven kleinen cirkel in 4 en B 
snijdt. Bewijs dat het product 

Bij 4 PAX tg 4 PB 


onveranderd blijft, wanneer de groote cirkel om P draait. 
3. Van een koordenvierhoek ABCD is gegeven 


AB — 435 
BC — 78 
JA — 58°7'48’4 


ZB — 108°5'33°,2. 
Gevraagd de zijden CD en DA te berekenen. 


Stelkunde (3 uren). 


1. Wanneer sl ontwikkeld wordt in een ketting 


breuk van de gedaante 
| 
a 


1 
Be 


en LL pie naderende breuk voorstelt, is 


r 


28 


Dz + D5 + Pr H.L Pas 


Ona dd 
Men vraagt het bewijs. 
2. De wortels der vergelijking 


vst prdqg=0, 


leveren twee aan twee genomen zes wortelverschillen. 
Gevraagd wordt de zesdemachtsvergelijking, die deze zes 
verschillen tot wortels heeft. 

9. Gegeven is voor de rij van positieve getallen 


dat voor steeds toenemende „ de uitdrukking 


u 
pe (1— nti) 
Uy, 


tot eene bepaalde grenswaarde nadert. Bewijs dat de uit- 
drukking 


JT Ve 
Neplog ( ij ) 
N 


dezelfde grenswaarde heeft. 


Analytische Meetkunde (23 uur). 


2 2 
1. Te bepalen de parabool, die de ellips tj! 
aanraakt in de snijpunten dier ellips met de rechte lijn 
CA 
e En DE 1 


2. Gegeven de geliĳkzijdige hyperbool 22— y?=a? en 
de cirkel 2 +4? == a?. Men bepaalt de poollijnen van een 
punt (@, yy) ten opzichte van deze beide krommen. Toon aan, - 
dat die beide poollijnen de gelijkzijdige hyperbool in vier 
punten snijden, door welke een cirkel kan worden ge- 
bracht. Bepaal.de coördinaten van het middelpunt, benevens 
den straal van dien cirkel. 

8. Gegeven een cirkel (middelpunt M), een rechte lijn 4 
en een vast punt P. Men verbindt P met een veranderlijk 
punt 4 van den cirkel en bepaalt het snijpunt Q van PA 
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en l. Gevraagd de meetkundige plaats van het snijpunt der 
lijn QM met de lijn, door P evenwijdig aan AM getrokken. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Een vlak te construeeren, dat een gegeven afstand 
(5 cM.) tot een gegeven punt 4 heeft, een hoek van 30° 
met eene gegeven lijn / maakt en door een tweede gegeven 
punt 5 gaat. 

Het punt 4 ligt 6 cM. vóór het verticale, 8 cM. boven 
het horizontale vlak van projectie; het punt B 8 cM. vóór 
het verticale, 8 cM. boven het horizontale vlak. De lijn, 
die in de teekening de beide projecties van B verbindt, 
ligt 8 cM. rechts van de verbindingslijn der projecties van 
A. De lijn 4 is evenwijdig aan het horizontale vlak en 
gaat door 4; haar horizontale projectie valt langs de lijn, 
die de horizontale projecties van 4 en B verbindt. 

2. Een kubus (lengte ribbe 7 cM.) staat met een hoek- 
punt 4 op het horizontale projectievlak, terwijl de lichaams- 
diagonaal door 4 gaande, loodrecht is op dit vlak. Gevraagd 
de beide projecties van dien kubus te construeeren, als nog 
gegeven is, dat de horizontale projectie van een der in het 
punt 4 samenkomende ribben een hoek van 60° met de 
as van projectie maakt. 

Verder de doorsnede te bepalen van dien kubus met een 
vlak, gaande door de middens van twee ribben, die in 4 
samenkomen, en door de middens der beide daaraan even- 
wijdige ribben, diesin het hoogste punt samenkomen. 


KEE, 1908, 


Theoretische en toegepaste Mechanica (3 uren). 


1. Een holle cilinder (Straal = 6, gewicht —= G}) ligt vrij 
op een horizontaal vlak. 

Twee massieve cilinders, even lang als de eerste (stralen 
3 en 2, gewichten P en Q), worden daar geheel ingeschoven. 
Welken stand hebben bij evenwicht van het stelsel de 
vlakken, die de assen der cilinders twee aan twee bevatten ? 

Alle wrijving en de dikte van den hollen cilinder zijn 
te verwaarloozen. 

2. Eene losse katrol (straal ZR, dikte a, gewicht P) hangt 
aan een koord, waarvan het eene uiteinde bevestigd is, 
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terwijl het andere uiteinde over eene vaste katrol (straal 
r, dikte b, gewicht Q) gaat en een gewicht L draagt. 

De drie parten van het koord zijn evenwijdig. 

Tapwrijvingen en stramheid, benevens de massa van het 
koord, mogen verwaarloosd, en de beide katrolschijven als 
massieve cilinders beschouwd worden. 

Welke versnelling heeft het gewicht L, wanneer het ten 
gevolge van zijne zwaarte daalt? 


Beginselen der kennis van werktuigen 
en der technologie. 


1. Een overzicht te geven van eenig mechanisch bedrijf 
naar keuze, door eenvoudige schetsen toegelicht. 

2. Verklaar de werking van een stoomwerktuig met- of 
zonder condensatie. 

3. Gevraagd de inrichting te schetsen met omschrijving 
van hefwerktuigen bestemd voor het verplaatsen van zware 
lasten. 

4, Eene verklaring te geven door schetsen toegelicht 
van enkele werktuigen bestemd voor de machinale bewerking 
van metalen of hout. 


Examen 0. M. KY , 1908. 
Differentiaalrekening (8 uren). 
1. Wanneer y eene functie is van x, en men stelt 


Tide 
pet b 


dy _ (pedo *t an Ee: 
RT 


dan is 


Bewijs dit. 
2. U = f (4, Zo, ses On, YirYos «ee YM) (1) 
is een functie van de 2n he Hee veranderlijken 
0 SWO EE A OD oee ‚ yn en ten opzichte 


van het laatste ”-tal homogeen en van den derden graad. 
Als 


òf òf òf 
òy, == Ûis dys == Dg eeen dyn == Pn. ee. (2) 
worden gesteld, geeft de eliminatie van yy, 49, .« « ., Yn 


uit de vergelijkingen (1) en (2) 
Ur (ror „00, DiN ee Dn JE 
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Bewijs, door de totale differentialen van de functie f en 
F met elkaar te vergelijken, dat 


de ON ENLA 

dek A ‚ %). 
ii 

Im Tat 


3. Te bewijzen, dat door invoering van de nieuwe ver- 
anderlijken « en v, aan & en y verbonden door de ver- 


gelijkingen 
L == EU COS V, 


y=eusinv, 
de vergelijking 
22 Ò2z Ò2z 
red Eee GEER 
EM Tad 
overgaat in 
Ò2z Hee 0 
du? u 
Integraalrekening (3 uren). 


1. Men vraagt de drievoudige integraal 


2 y? 22 
zige 


| dae dy dz e 
te berekenen, als de integratie wordt uitgestrekt over het 
inwendige der ellipsoïde 

x2 2 22 
enten 
2. Te integreeren de gelijktijdige differentiaal vergelijkingen 
de —J- 2a dj + a? =0 
dt? di é 
2 
2 — 2a En + a2y = 0. 
8. Op een voerstraal der kromme met de vergelijking 
02 —= a?cos 2 O 
als middellijn wordt een cirkel beschreven, waarvan het 
vlak loodrecht staat op het vlak der kromme. 


Als deze voerstraal een volle wenteling maakt, wordt 
door den cirkel een gesloten oppervlak beschreven. 
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Gevraagd den inhoud van de ruimte, door dit opper- 
vlak begrensd, in Z'-functies uit te drukken. 


Analytische Meetkunde (3 uren). 


1. Laat men de rechte lijn /, waarvan de vergelijkingen zijn 
N= PD, YZ, 
wentelen om de as OX en om de as OZ, dan hebben de 
beide oppervlakken, die zoo ontstaan, twee rechte lijnen 
en eene kegelsnede gemeen. Bepaal de vergelijkingen van 
die lijnen en die kegelsnde. Onderzoek hunne onderlinge 
ligging. 

2. Gegeven een bol en een rechte lijn 4, waarvan de 

vergelijkingen zijn: 
Pyd=rrm=atp y= beg. 

Door de as OZ brengt men een veranderlijk vlak en 
bepaalt ten opzichte van den cirkel, volgens welken dit 
vlak den bol snijdt, de poollijn van het punt, in ’t welk 
dit vlak de lijn 4 snijdt. 

Toon aan, dat de meetkundige plaats dier poollijnen 
een kwadratisch oppervlak is; bepaal de cyclische door- 
sneden van dit oppervlak. Waarin gaat de meetkundige 
plaats over, wanneer de lijn 4 de as OZ snijdt? 

3. Bewijs, dat in elk punt van het oppervlak 


z 
x= aBgtg — 
PI y 


de hoofdkromtestralen gelijk, doch tegengesteld in teeken 
zijn, en bepaal de asymptotische lijnen van dit oppervlak. 


(De coördinatenassen worden in de drie vraagstukken 
onderling loodrecht ondersteld). 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Van een omwentelinskegel is de as loodrecht op A; 
de top ligt 8 cM. boven HZ en 8 cM. vóór V; de beschrij- 
vende lijnen maken een hoek van 50° met die as. 

Een bol (straal 4 cM.) rust op H; het middelpunt ligt 
6 cM. vóór V; de lijn, die in de teekening de beide pro- 
jecties van dit middelpunt verbindt, heeft een afstand van 
10 eM. tot de verbindingslijn der beide projecties van den 
kegeltop. | 

Eene rechte lijn beweegt zich zoo, dat zij steeds even- 
wijdig is aan H en zoowel kegel als bol raakt. Gevraagd, 
van het door die beweging ontstaande, regeloppervlak eene 
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beschrijvende lijn te bepalen, die een afstand van 2 cM. 
tot A heeft en op die lijn het punt, in ’t welk het raak- 
vlak van ’tregeloppervlak loodrecht op H is. 

2. In H ligt een rechthoekige driehoek 4 BCO, rechthoekig 
in 4. De rechthoekszijde AB is 6 cM., AC 4} cM. lang; 
AB is evenwijdig aan de as van projectie en heeft een 
afstand van 10 cM. tot die as. C ligt dichter bij de as 
dan 4B. 

De cirkel in H, die het punt 4 tot middelpunt en 4C 
tot straal heeft, wentelt om de lijn, door B evenwijdig 
aan AC getrokken. Door die wenteling ontstaat een ring- 
oppervlak. 

Een bol (straal 6 cM.) raakt H in het midden van BC aan. 

Gevraagd te construeeren ; 

le. Een willekeurig punt der doorsnede van ringopper- 
vlak en bol, benevens de raaklijn in dat punt; 

2e, Die punten der doorsnede, die op de schijnbare om- 
trekken der oppervlakken, zoowel in horizontale als in 
verticale projectie, gelegen zijn. 

8e, In eene afzonderlijke teekening de beide projecties 
der doorsnede. | 

(H is het horizontale, V het verticale vlak van projectie.) 


Akteexamens Midd, Ond, Teekenen 1908. 
Perspectief ML 1) 


1. Bepaal de perspectief van een metalen potje, (afge- 
knotten kegel met vlakken rand, stralen van grondvlak 4 
eM., bovenvlak 6 cM., rand 6 cM.,‚ hoogte 15 cM.) De 
dikte van ’t metaal behoeft niet te worden aangegeven. 

Het voorwerp ligt op het grondvlak en wel zoodanig, 
dat de hor. proj. van de as naar rechts wijkt onder een 
hoek van 80° met het tafereel, terwijl het middelpunt A 
van ’t bovenvlak 10 cM. achter het tafereel en 5 cM. 
links van ’t oog ligt. 

Construeer tevens de eigenschaduw alsmede de slagschaduw 
op den grond (voor zoover deze laatste achter het tafereel 
ligt), als de hor. projecties van zonnestralen onder een 
hoek van 45° met het taf. naar links wijken, terwijl het 
zonpunt 46 cM. boven den horizon is gelegen. 

Constructielijnen moeten zichtbaar blijven. 

Horizonshoogte 18 cM. 


1) De figuren zijn weggelaten, doch zijn omschreven. Red. 
Examen-Opgaven in 1908. 8 
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Distantie 25 cM. 

Schaduw met een licht tintje in waterverf aan te duiden. 

2. Bepaal de perspectief van den hoek van een vertrek, 
aangeduid door twee projecties (schoorsteen nisvormig, 
boven den mantel schuin toeloopend, gasarm, waarboven 
kegelvormige lichtkap; een gang met tongewelf overdekt. 

Construeer tevens de volledige schaduw bij kunstlicht 
als L'L” de lichtbron voorstelt. 

Constructielijnen moeten zichtbaar blijven. Horizonshoogte 
10. Schaduw met een vlak tintje in waterverf aan te duiden. 

3. Bepaal de perspectief van een torenvormig gebouwtje 
van gegeven vorm en afmetingen [afgeknotte kegel (hoog 
144, stralen 5 en 8 cM.) met poort (breed 8, hoog 10 cM.); 
gedekt door een omgekeerden afgeknotten kegel (hoog 2, 
stralen 5 en 7 cM.)en trans hoog 1 +14 cM., met 6 openingen]. 

De as ligt recht voor het oog; 10,8 cM. achter het tafereel; 
de poortopening is naar den toeschouwer gekeerd, en wel 
zoodanig, dat de as-lijn van de poort onder een hoek van 
45° met het tafereel naar links wijkt. 

Construeer tevens de schaduw (slagschaduw op den grond 
wordt niet verlangd) bij zonlicht als de zon rechts van den 
aanschouwer staat, de zonnestralen evenwijdig zijn aan het 
tafereel zijn en hoeken van 45° met den grond maken. 

Constructielijnen moeten zichtbaar blijven. 

Horizonshoogte 10. Distantie 25. 

Schaduw door een vlak tintje in waterverf aan te duiden. 

4. De perspectief te bepalen van een gebouwtje met vol- 
ledige schaduw bij kunstlicht. 

De ellipsen, die de perspectivische afbeeldingen der cir- 
kels voorstellen mogen, nadat een omgeschreven vierkant 
is geteekend, en de raakpunten daarmee zijn aangeduid, 
verder uit de hand worden geteekend. 

Horizonshoogte = 7. 

De lichtbron ligt op de hoogte van het oog. 

Constructielijnen moeten zichtbaar blijven. 

Alle schaduwen te construeeren en deze door een vlak 
tintje in waterverf aan te duiden. 


Beschrijvende Meetkunde MH. 


Gegeven zijn een omwentelingscilinder (straal 24 cM.) en 
een omwentelingshyperboloïde. De as der hyperboloïde snijdt 
het horizontale vlak loodrecht in een punt A, op een afstand 
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van 12 cM. voor het verticale vlak gelegen; haar keel- 
cirkel (str. 5 cM.) ligt 74 cM. boven het horizontale vlak 
en haar beschrijvende lijnen maken met het horizontale 
vlak een hoek van 45°. De as van den cilinder ligt in het 
vlak van den keelcirkel, loopt evenwijdig aan het verticale 
vlak en ligt 144 cM. voor het verticale vlak, zoodat de 
cilinder de hyperboloïde in een punt B aanraakt. 

ad. Bepaal de beide projectiën der doorsnijding dezer 
oppervlakken. 

b. Beschouw het punt B als de top van een kegelvlak, 
waarvan de geconstrueerde doorsnijding de richtkromme is 
en bepaal den horizontalen doorgang van dit kegelvlak. 

Bij het teekenen der doorsnijding beschouwe men de hyper- 
boloïde als niet aanwezig, het cilindervlak als ondoor- 
schijnend, en stippele alsdan het onzichtbare gedeelte daar- 
van. Constructielijnen zichtbaar laten. 


Perspectief MEL &) 


Bepaal de perspectief van een gewelfsysteem (twee halve 

cilinders loodrecht op elkander, stralen 6, lengte 24; halve 
bol, straal 6). 
Het punt M (snijpunt der assen) ligt rechts voor ’t oog 
en 14 achter het tafereel, terwijl de beschrijvende lijnen 
der tongewelven hoeken van 30° met het tafereel (wijkend 
naar links) en hoeken van 60° (wijkend naar rechts). 

Construeer tevens de volledige schaduw (eigen schaduw 
en slagschaduw) als de zon rechts achter den aanschouwer 
staat, de hor. projectie van zonnestralen hoeken van 45° 
met het tafereel maken, de zonnestralen zelf hoeken van 
80° met den grond. Alle maten zijn in cM. aangegeven. 
Constructielijnen moeten zichtbaar blijven. 

Horizonshoogte 20. Distantie 25. 

Schaduw met een licht tintje in waterverf aan te duiden. 


Projectieleer (0). 


Van een rechten cirkelkegel, die op het horizontale pro- 
jectievlak staat is de middellijn van ’t grondvlak 12 cM., 
de lengte der beschrijvende lijn 18. 

Deze kegel wordt doorboord door een rechten cirkelcilinder 
(middellijn grondvlak 6, hoogte 20 cM.), die aan weerszijden 


1) Zie noot op blz. 33. 
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evenver buiten den kegel uitsteekt en waarvan de as die 
des kegels rechthoekig snijdt in een punt 5 cM. boven ’t 
grondvlak van den kegel gelegen. 

Gevraagd: a. Hor. en vert. proj. van beide lichamen met 
hunne doorsnijdingen, als de as van den cilinder een hoek 
van 45° met het verticale PROS ORNE maakt (opening 
naar rechts). 

b. De ontwikkelde oppervlakte of wel den uitslag van 
kegel- en cilindermantel met de daarop aangebrachte lijnen 
der doorsnijdingen. 


Landmetersexamen 1908. 
Landmeten. 


1. Twee rechte lijnen PA en BQ moeten worden ver- 
bonden door een aan beide rakenden cirkelboog met straal 
van 1000 Meter. 

De onderlinge ligging der JAR PA en BQ is bepaald 
door de gegevens: 

AB =818 440 Meter 
hoek PAB — 151° 35 On 
hoek ABQ=158° 10 40", 


Het snijpunt der lijnen PA en BQ is ontoegankelijk. 

Men. vraagt de ligging te bepalen van de tangentpunten 
T, en Ts en van het midden M van den boog. 

2. Verklaar het onderzoek en de regeling van den theo- 
doliet met doorslaanden kijker, wanneer het instrument 
voorzien is van een ruiterniveau op de tweede as. 

8. Een terrein van ongeveer tien hectaren moet worden 
opgemeten. De omtrek is toegankelijk en door een sloot 
aangewezen. Het inliggende terrein is moerassig en geheel 
onbegaanbaar. De hoekpunten der verschillende perceelen, 
waarin het is verdeeld, zijn alle door baken aangeduid, 
die van den omtrek af zichtbaar zijn. 

Welke wijze van opmeten moet worden gevolgd? 

Beschrijf de uitvoering en de inkaartbrenging tot in bij- 
zonderheden. 

4. Welke opmetingen zijn noodig voor de bepaling van 
het lengteprofiel en de dwarsprofielen van een langgerekt 
terrein en welke voorzorgen moeten daarbij in acht genomen 
worden? Op welke wijze wordt de opmeting in teekening 
gebracht? 
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5. Van een terrein, dat den vorm heeft van een onregel- 
matigen vijfhoek, moet de inhoud worden bepaald. Beschrijf 
de wijze van opmeten en de berekening van de inhoudsgrootte. 


Algebra, enz. (3 uren). 


1. Welke waarden van # en y voldoen aan de vergelijkingen 
222 xy + 3y2 = 13. 
302 2ryd-y2=IP 

2. Van een koordenvierhoek ABCD zijn gegeven 


AB — 438,265 
BC — 701,224 
CD — 262,959 
DA =— 488,265 


Bereken de diagonaal AC. 
3. Twee bollen lenzen zijn 4 cM. van elkaar verwijderd. 


Van een voorwerp, dat 2 cM. van de eene en 6 cM. van 
de andere lens verwijderd is, wordt door breking van de 
beide lenzen een recht opstaand virtueel beeld gevormd, 
5l cM. van de eerstgenoemde lens verwijderd. Als de brand- 
puntsafstand van deze lens 5 cM. is, hoe groot is dan die 


van de andere’? 
Meetkunde , enz. (3 uren). 


1. Construeer een cirkel, die door een gegeven punt gaat, 
waarvan het middelpunt op een gegeven lijn ligt en waar- 
van een andere gegeven lijn een boog afsnijdt, welke een 
middelpuntshoek van gegeven grootte onderspant. 

2. De hoogtelijn van een regelmatige vierzijdige pyramide 
is de as van een omwentelingscilinder, die het grondvlak 
der pyramide volgens den ingeschreven cirkel snijdt. De 
snijpunten van het cilindervlak met de opstaande ribben 
van de pyramide zijn de hoekpunten van een vierkant, 
waarin wederom een cirkel beschreven wordt. Bereken den 
inhoud van den afgeknotten kegel, die dezen cirkel tot 
bovenvlak en den eerstgenoemden tot grondvlak heeft, 
wanneer alle ribben van de pyramide gelijk aan a zijn. 


Beschrijvende Meetkunde. 


Construeer een kubus als gegeven zijn: 


ad. de lengte der ribben; 
b. de projecties van één hoekpunt; 
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c. de projecties (alleen in richting) van een ribbe, die 
in dat hoekpunt eindigt; 
d. de horizontale projectie (ook alleen in richting) van een 
andere ribbe, die in datzelfde hoekpunt eindigt. 


Eindexamen der Hoogere Burgerscholen in 1908. 
Algebra (3 uren) 


1. Van de vierkantsvergelijking : 
32104 d-p=0 | 
is het verschil van de tweede machten der wortels: 
4 (60 W/5 — 40). 

Bepaal p. 

2. Van eene meetkundige reeks is het aantal termen 
12, de vijfde term gelijk 104 en de som van de logarithmen 
der twaalf termen gelijk: 

9% log. 2 — 30 log. 3. 

Bepaal die reeks. 


3. Men vraagt de waarde van V/a te bepalen, als ge- 
geven is: 


a = 0,02775 + P/0,0436. 
Meetkunde (3 uren.) 


1. Construeer de lijn x als: 


en eG 


en a, b en c gegeven lijnen zijn. 

2. Drie in één punt samenkomende ribben van een 
viervlak zijn elk gelijk a centimeter en vormen twee aan 
twee rechte hoeken. 

Bewijs, dat de doorsnede van een vlak, evenwijdig aan 
twee kruisende ribben, met het viervlak een rechthoek is, 
en bereken den inhoud van elk der deelen, waarin het 
viervlak verdeeld wordt door zoodanig vlak, als de doorsnede 
een vierkant is. 

Toon daarna aan door optelling van den inhoud van beide 
deelen, dat de inhoud van het viervlak gelijk is aan + 4ò. 

3. Van een rechthoekigen driehoek 4 BC, rechthoekig 
in 4, is gegeven /B=30° en BC =a. Uit B als mid- 
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delpunt beschrijft men een cirkelboog met B 4 als straal, 
die-de schuine zijde in D snijdt en uit C als middelpunt 
beschrijft men een cirkelboog met C 4 als straal, die de 
schuine zijde in U snijdt. Gevraagd wordt: 

a. het oppervlak EAD, begrensd door de bogen 4 E 
en 4D en de lijn DH; 

b. de inhoud van het lichaam, ontstaan bij de wenteling 
van deze figuur # 4D om de schuine zijde. 


Goniometrie en Trigonometrie (3 uren). 


MLS L Op uit: 

(1 + 54. sin ). cosec 2x J-2 cot 2x =B8tg. x. 

2. Bereken tg. & X 4 X 30°, dat is tg. 7°80’ zonder 
gebruik te maken van een logarithmentafel. 

Als de verkregen uitkomst tot de eenvoudigste gedaante 
herleid is, toets dan die uitkomst door het opzoeken der 
logarithmen, dus met behulp van een logarithmentafel. 

8. In een halven cirkel is een vierhoek 4 BC D beschreven. 
Bereken het oppervlak van den vierhoek, als gegeven is: 
de middellijn 4 B == 24,56, BC =10,68 en C D= 8,72. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Door een punt p van een gegeven lijn pa twee lijnen 
pb en pc te construeeren, beide loodrecht op pa en ook 
loodrecht op elkaar, terwijl een dezer twee lijnen de as 
van projectie moet snijden. 

2. Gegeven zijn een willekeurig vlak V en een vlak W 
evenwijdig aan de as van projectie. Gevraagd wordt in 
het vlak W/ uit een gegeven punt p in dat vlak eene lijn 
te trekken, zoodanig, dat het stuk van die lijn van p tot 
het ontmoetingspunt met het vlak JV, eene gegeven 
lengte heeft. 

3. Een regelmatig viervlak, met eene ribbe van 5 centi- 
meter, is zoodanig met een der zijvlakken op een willekeurig 
vlak VV geplaatst, dat een der ribben evenwijdig is aan 
den horizontalen doorgang van het vlak. Construeer de 
projectiën van dit viervlak. 


Werktuigkunde (3 uren). 


1. Eene homogene overal even dikke staaf rust met het 
eene uiteinde tegen een verticaal en met het andere op 
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een hellend vlak, dat met het eerste een hoek van 60° 
maakt. 

De staaf maakt met het verticale vlak ook een hoek 
van 60° en is op het punt van uit te glijden. Hoe groot 
is de wrijvingscoëfficient in de beide steunpunten der staaf, 
als gegeven is, dat zij voor beide vlakken even groot is? 

2. Een lichaam, dat een gewicht heeft van 10 kilogram, 
beweegt zich in een verticaal vlak. Eerst onder den invloed 
van eene. horizontale kracht K—=12 kilogram langs eene 
horizontale lijn 4 B van 4 naar B, en ondervindt daarbij 
een wrijvingsweerstand, waarvan de wrijvingscoëfficient 
—=} is. De aanvangssnelheid is gelijk nul, de lengte van 
AED =S henster, 

In B aangekomen, houdt de kracht KX op te werken en 
gaat het lichaam omhoog langs den binnenkant van een 
halven cirkel B HC, welks middellijn BC loodrecht op 
A B staat. Hierbij ondervindt het lichaam geen wrijving. 
In C aangekomen, verlaat het lichaam den halven cirkel. 
Als de straal 2 van den halven cirkel gelijk 30 meter is, 
en de versnelling der zwaartekracht gelijk 10 meter wordt 
gesteld, vraagt men: 

ad. hoeveel seconden na het verlaten van den halven 
cirkel in C, het lichaam weder de horizontale lijn 4 B 
bereikt; 

b. waar de lijn A B bereikt wordt; 

c. de grootte en de richting der snelheid bij het treffen 
der lijn 4 B; 

d. de drukking door den cirkelwand op het lichaam 
uitgeoefend in het punt EZ van den halven cirkel, dat in 
de horizontale middellijn ligt. 

3. Te behandelen één der twee volgende onderwerpen, 
ter keuze van den candidaat: 

a. voor de schroef af te leiden de betrekkingen tusschen 
de grootte van den last en van de kracht op het oogenblik, 
dat de last op het punt is te stijgen en op het oogenblik, 
dat hij op het punt is te dalen; 

b. de voorwaarden op te geven, waaronder een punt 
zich met eenparige beweging langs een cirkel beweegt, en 
de formule af te leiden voor de middelpunttrekkende kracht, 
die deze beweging vereischt. 


Natuurkunde (met 8 opstellen, 4 uren.) 
1. Op den bodem van een cylindrisch vat, dat gesloten 
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is door een zuiger, waarvan het gewicht wordt verwaarloosd, 
en die zich zonder wrijving langs den wand des cylinders 
bewegen kan, bevindt zich 20 gram water bij 15° C, 
zoodat de zuiger op het water rust. 

Men verwarmt dit water totdat al het water in verzadigden 
damp is overgegaan en vraagt: 

ad. hoeveel warmte is voor deze verwarming noodig? 

b. hoeveel warmte is bij de verdamping verbruikt tot 
het verrichten van uitwendigen arbeid? 

De barometerstand, gedurende de proefneming, bedraagt 
76 centimeter. 

De verdampingswarmte van water wordt gegeven door 
de formule: W == 606,5—0,695 f. 

De dichtheid van waterdamp ten opzichte van lucht is 3. 

Een liter lucht van 0° en 76 centimeter spanning weegt 
1,8 gram. 

Het mechanisch aequivalent van een gramcalorie bedraagt 
495 X 102 gram-centimeter. 

Het soortelijk gewicht van water bij 15° C. wordt gelijk 
l gesteld. 

Het soortelijk gewicht van kwik is 18,6. 


Toelatings-examen tot de Kon. Mil. Ac. te Breda 1908. 


Reken- en Stelkunde (14 + à —J- à uur). 


1. Een rentenier bezit een kapitaal van f 80000.—, dat 
hij, door elkaar genomen, à 4°/, ’sjaars heeft uitstaan 
(gewone interest). | 

Niet tevreden met het jaarlijksch inkomen, dat hij hier- 
door heeft, besluit hij om f 830.000.— te besteden tot aan- 
koop van een lijfrente bij een maatschappij van levens- 
verzekering, die te zijnen bate 34°, berekent en hem op 
het eind van elk jaar zal uitkeeren, terwijl die maatschappij 
zijn vermoedelijken levensduur schat op nog 15 jaar. 

Met hoeveel is nu zijn jaarlijksch inkomen vermeerderd? 

2. In driehoek ABC, die rechthoekig is in A, trekt men 
DENS BC A ATAC AA 1 AC. enz. 

Bepaal de grenswaarde, waartoe de som AA’ + A'A" + 
+ ATA" + ,... nadert, als AB =5 en AC =12 c.m. 

8. Los x en y op uit: 


42 
payer l JE bareel 8950 
1 


ie 
Ge 
Meetkunde (1 + 1 +1 uur). 


1. Van een driehoek zijn gegeven één zijde, alsmede de 
stukken van de op die zijde neergelaten hoogtelijn, waarin 
deze door het hoogtepunt verdeeld wordt. Gevraagd dien 
driehoek te construeeren. 

2. Een lichaam, dat den vorm heeft van een bolsegment 
(straal grondvlak =8, pijl = 4), wordt doorboord, zóó dat 
de as van de doorboring samenvalt met den pijl (straal 
der doorboring =6). Het uitgeboorde gedeelte wordt zoo- 
danig aangevuld met eene andere stof, waarvan het s.g. 
tweemaal zoo groot is, dat het lichaam weder zijn oor- _ 
spronkelijken vorm verkrijgt. 

Gevraagd de verhouding van de gewichten van het lichaam 
vóór en na de bewerking. 

8. Van een viervlak T ABC, waarvan de ribben TC en AB 
elkander rechthoekig kruisen, is de standhoek op de ribbe 
TC==90° en zijn de ribben TA 17, TBS Omen 
en AB—=3}/ 29. Men vraagt den inhoud van dit viervlak 
te berekenen. 

Indien men een vlak aanbrengt, door het punt C en het 
midden van TB, hoe zal dit vlak dan de ribbe TA moeten 
snijden, opdat de inhoud van het afgesneden viervlak + is 
van het oorspronkelijke? 


Gonio- en Trigonometrie (l + 1 +1 uur). 


1. Van een driehoek, welks zijden door a, b en c en 
welks overstaande hoeken door A, B en C worden aange- 
wezen, is gegeven at b=—=260,5 M., A —B=12°20'50/ 
en c—= 100,8 M. Bereken den inhoud des driehoeks. 

8. Van drie in één vlak gegeven evenwijdige lijnen, ligt 
de middelste op afstanden van resp. 3 en 4 meter van de 
beide andere. Een geliĳkbeenige driehoek, welks tophoek 
40° is, ligt met den tophoek in de middelste lijn, terwijl 
de beide andere hoekpunten op de beide buitenste lijnen 
vallen. Bereken den inhoud van dezen driehoek. 

9. Welke waarden van pg voldoen aan: 


É E 8cos*p + Isin2p—4 
(92 (45° + Io p) + 192 (45° — Io w) = Don ze 
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Mechanica (1 + 1 +1 uur, 


1. Een luchtballon stijgt van den grond in verticale richting 
eenparig versneld op (versnelling = +; meter); op een hoogte 
van 80 Meter gekomen wordt de beweging eenparig. Als 
de eenparige beweging 19 sec. geduurd heeft, werpt men 
van uit den ballon in horizontale richting met een snelheid 
van 7 Meter een steen. Op welke afstand van het opstijg- 
punt, met welke snelheid en onder welken hoek treft de 
steen den grond? (versnelling der zwaartekracht g — 10 
meter). Op welke hoogte boven den grond is de snelheid 
van den steen 55 meter? 

2. Om een balk, wegende 150 KG., tegen een hellend 
vlak (de tangens van den hellingshoek = 4) op te trekken, 
wordt gebruik gemaakt van een losse kratrol, die aan den 
balk is vastgemaakt, en van een vaste katrol, die zich 
bovenaan het hellend vlak bevindt. Aannemende dat de 
touwen, die de katrollen verbinden, evenwijdig aan het 
hellend vlak zijn, wordt zoowel de grootste als de kleinste 
kracht gevraagd, die aan het vrije uiteinde van het touw 
moeten worden aangewend, om evenwicht te maken met 
den op het hellend vläk liggenden balk. (Wrijvingscoëfficiënt 
voor de beweging van den balk over het hellend vlak = +; 
het gewicht van en de wrijving bij de katrollen te ver- 
waarloozen). 

3. Een stoffelijk punt (massa M) beweegt zich langs een 
ruw horizontaal vlak van A naar B (AB —= 4 meter, wrijvings- 
coëöff. =}). In B botst het tegen een ander stoffelijk punt 
(massa ), dat op het horizontale vlak ligt en dat zich 
na den stoot met snelheid van 4 meter langs de binnen- 
zijde van een verticaal gestelden gladden cirkel begint te 
bewegen. (Straal = & meter). 

Bepaal : 

le. de drukking, die het punt op den cirkel uitoefent 
als het zich in C bevindt (de straal van C maakt een hoek 
« met den straal van het hoogste punt); 

2e, waar en met welke snelheid het punt den cirkel verlaat ; 

3e. met welke snelheid de massa M tegen de massa mm 
botste (botsing geheel veerkrachtig); 
| 4e, de snelheid der massa M in A, (versnelling der zwaarte- 

kracht = 10 meter en M == 2 m). 
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Natuurkunde ($ + à + 1 uur). 


1. Op een afstand van 8 cM. voor een hollen spiegel, 
hoofdbrandpunts-afstand 6 cM., staat een lichtgevende pijl 
loodrecht op de hoofd-as. Op 18 cM. van den hollen 
spiegel is geplaatst een bolle spiegel, wiens hoofd-as met 
die van den hollen spiegel samenvalt en die de stralen na 
terugkaatsing op den bollen spiegel opvangt. Het reëele 
beeld, dat door den bollen spiegel gevormd wordt, is 4-maal 
zoo groot als de lichtgevende pijl. Hoe groot is de hoofd- 
brandpuntsafstand van den bollen spiegel? Waar wordt het 
reöele beeld gevormd? Teeken den gang van een lichtbundel 
afkomstig van het hoogste punt van den pijl. 

2. Van de onderstaande drie stellen vragen naar keuze 
twee stellen te beantwoorden: 

le. Stel. 

a. Een bol, straal 10 cM., wordt geladen met een lading 
van één Coulomb. 

Hoe groot is dan zijn potentiaal (gemeten in electrostatische 
eenheden ? 

b. Hoe groot zou de potentiaal van een bol met 1 cM. 
straal tengevolge van een even groote lading worden? 

c. Hoe groot is het electrisch arbeidsvermogen (gemeten 
in ergs) van deze beide ladingen ? 

d. Hoe groot wordt de potentiaal en hoe groot het arbeids- 
vermogen van beide bollen, als ze door een draad van te 
verwaarloozen capaciteit worden verbonden? 

(L Coulomb == 4 electromagn. eenheid van hoeveelheid, 
1 electromagn. eenheid van hoeveelheid —= 3 X 1010 electrost. 
eenheid van hoeveelheid.) 

2e. Stel. 

ad. Door een cirkelvormig gebogen draad met straal 1 dM. 
stroomt per seconde één Coulomb electriciteit. 

Welke kracht wordt uitgeoefend op een in het middel- 
punt geplaatste noord-magneetpool ter sterkte van 5 een- 
heden van magnetisme? 

b. Door welken regel vindt men de richting dier kracht? 

c. Hoeveel Volt bedraagt het potentiaal-verschil tusschen 
de punten, waar de stroom den draad binnentreedt en waar 
hij dezen verlaat, indien de weerstand van den draad 
8 Ohm is? 
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3e, Stel. 

a. Een voltameter bevat een oplossing van kopersulfaat 
en heeft koper-electroden; een tweede voltameter bevat een 
oplossing van zilvernitraat en heeft zilver-electroden; de 
eerste heeft een weerstand van 10 Ohm, de tweede van 
15 Ohm. Welke stroom gaat door den zilver-voltameter, 
indien deze parallel met den koper-voltameter in een stroom- 
keten geplaatst is, en door dezen laatste een stroom van 
0.5 Ampère gaat? 

b. Hoe groot zijn dan de hoeveelheden koper en zilver, 
die resp. in de beide voltameters gedurende 10 minuten op 
de kathoden worden neergeslagen ? 

c. Hoe groot is de totale weerstand der beide voltameters 
als ze naast elkaar, en hoe groot als ze achter elkaar 
geplaatst worden ? 

electrochemisch aequivalent van zilver = 0.00118 Gr. 

atoomgewicht zilver = 108 

ki koper == 68.5 


Beschrijvende Meetkunde) (à + $ + 1) uur. 


1. A/B’ is de projectie op het horizontale projectievlak 
van de zijde van een vierkant ABCD, die het dichtst bij 
het horizontale vlak is gelegen. Deze zijde ligt op een afstand 
— il, van hare lengte boven het horizontale projectievlak 
en is evenwijdig aan de as van projectie. De zijden AD en 
BC maken hoeken van 60° met het horizontale projectie- 
vlak. Als de zijde CD het dichtst bij het verticale projectie- 
vlak is gelegen, vraagt men te construeeren : 

ad. de projectiën van het vierkant; 

b. den hoek, dien de diagonalen met het horizontale 
projectievlak maken; 

c. den afstand van het snijpunt der diagonalen tot de as 
van projectie; 

d. de doorgangen van het vlak van het vierkant met de 
projectievlakken. 

2. Van een gelijkzijdigen driehoek ABC is de zijde AB 
gegeven door hare projectiën A’B’ op het horizontale, A/B’ 
op het verticale projectievlak. Het vlak van den driehoek 
staat loodrecht op het vlak V, gegeven door zijne door- 


1) Behalve de constructie, die in een gegeven figuur moest worden 
uitgevoerd, werd een beknopte toelichting gevraagd. 
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gangen VV, met het horizontale en VV; met het verticale 
projectievlak. Van de drie hoekpunten ligt het punt C het 
verst verwijderd van den horizontalen doorgang van het 
vlak van den driehoek. Gevraagd de projectiën van den 
driehoek te voltooien. 

8. Van een recht driezijdig prisma ABCDEF liggen de 
zijvlakken ABED en ACFD respectievelijk in de vlakken 
V en We, gegeven door hunne doorgangen VV, en WW, 
met het horirontale, VV, en WW; met het verticale 
projectievlak. Van het eindvlak ABC is het punt B (ge- 
legen in het vlak V) en van het eindvlak DEF het punt 
F (in het vlak W) als volgt gegeven: Van B de projectie 
Bl op het horizontale, van F de projectie F’ op het ver- 
ticale projectievlak. Gevraagd de projectiën van het prisma 
te construeeren. 


Rechtlijnig teekenen (14 uur). 


a. Teeken een cirkel met straal= 1 dM., (middelpunt 
M) en daarin den regelmatigen zeshoek ABCDEF. 

b. Verbind A met C en E; B met Den F; D met F; 
C met E,‚ waardoor de regelmatige zeshoek PQRSTV ont- 
staat. (De punten P en Q respect. bij de snijpunten van 
AC met BF en AC met BD enz.) 

c. Beschrijf in dezen zeshoek PQRSTV den ingeschreven 
cirkel, die de zijden raakt in a, b, ec, d, e, f (a tusschen 
V en P; b tusschen P en Q enz). 

deTreksadsberef PS mv Keent 

Aanwijzingen voor het in inkt zetten: 

De onder a genoemde lijnen trekken. De onder 5 genoemde 
lijnen streep-punt. De onder c genoemde lijnen stippelen. 
De onder d genoemde lijnen trekken. Alle lijnen dun, 
alle lijnen even dun. 


Toelatingsexamen tot de Technische Hoogeschool 1908. 
Stelkunde (3 uren). 


1. Bereken # uit de vergelijking: 


log x 
1 
1 SEN 27,305 
loef: 10 W10 : 
zl mad ) A \/ 1,02297 
ad 0,028446 — 0,27514. 
8 log. rp ARE je E er Di 


log. V/10 


47 


2. Ontbind in factoren de vorm: 
Za? —ax WR A 3bx VS —2a2 4 3abV6 — 6 b2. 

8. Iemand moet een schuld groot f 10000 over 10 jaar 
betalen. 

Hij wil die schuld afdoen met jaarlijksche stortingen 
van f 10000. De eerste storting geschiedt terstond. 

Wanneer heeft de laatste storting plaats en hoeveel be- 
draagt zij, indien de rente gerekend wordt op 5°/ 


Meetkunde (3 uren). 


1. In een driehoek ABC (waarin / B >> /C) trekt men door 
B een lijn die met de zijde BA een hoek vormt gelijk aan 
Ze. Deze lijn snijdt de zijde AC in een punt D en de 
lijn door A evenwijdig aan BC getrokken in een punt E. 

Bewijs dat. 

DC X DB — DA X DE = AB (CB — EA). 

2. Van een regelmatig zeszijdig prisma ABCDEF 
A,B;C,D;E,F; zijn de ribben van het grondvlak = a cM. 
en de opstaande ribbe AA, =b cM. 

Bereken de lengte van de loodlijn uit het hoekpunt D, 
neergelaten op het vlak dat door de diagonalen CE en BF, 
van grond en bovenvlak gebracht kan worden. 

Uit een punt B buiten een cirkel, waarvan M het mid- 
delpunt en R de straal is, zijn twee raaklijnen BA en BC 
getrokken die een hoek van 144 insluiten 

Als men de figuur, begrensd door den kleinsten cirkel- 
boog AC en de twee raaklijnen BA en BC om den straal 
MC laat wentelen, vraagt men het volume en het oppervlak 
van het omwentelingslichaam dat hierbij ontstaat. 


Trigonometrie (3 uren). 


1. Los x op uit de vergelijking: 

lj od) 
Ben 
2. Van uit een punt D wordt een rechte lijn AC, die 

125 M. lang is, gezien onder een hoek van 126° 42’ 40”. 
Een stuk AB =225 M van die lijn AC wordt van uit 

het zelfde punt D gezien onder een hoek van 820 16’ 
Bereken den afstand van het punt D tot aan het 

punt B. 


sec. 2x J- sin — COS ax + —sint—l=0. 
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Bewijs dat: 
sin2A + sin2B-sin?C=l—2sin A. sin B. sin C, 
als A + B + C == 90°, 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Op een lijn AB die evenwijdig aan de as loopt (in 
het le kwadrant) is een punt P gegeven. 

Gevraagd door P een lijn te construeeren die een hoek 
45° met AB vormt en die evenwijdig loopt aan een gegeven 
vlak M evenwijdig aan de as. 

2. Van een vlak M vormen de doorgangen hoeken van 
45° met de as. 

Construeer de projecties van een rechthoek die in het 
vlak M ligt en waarvan twee hoekpunten in het eerste 
kwadrant en de twee andere in het derde kwadrant liggen. - 

Het middelpunt van den rechthoek late men samenvallen 
met het punt waarin de as door vlak M wordt gesneden. 

3. Op een gegeven lijn een punt te construeeren dat 
gelijke afstanden heeft tot twee gegeven vlakken M en Q. 
Vlak M is evenwijdig aan het horizontale vlak. Vlak Q is 
willekeurig. 


Werktuigkunde (83 uren). 


1. Twee punten A en B op een horizontaal, volkomen 
glad vlak, zijn 45 M. van elkaar verwijderd. Uit A vertrekt 
een lichaam van 10 KG. met een snelheid van 5 M. per 
seconde in de richting naar B. 

Een ander lichaam van 20 KG. gaat eenigen tijd later 
met eene snelheid van 4 M. per seconde uit B het eerste 
lichaam te gemoet. 

Na hunne centrale botsing, waarbij de lichamen volkomen 
veerkrachtig worden ondersteld, komen ze op het zelfde 
oogenblik in hunne respectievelijke uitgangspunten terug. 

Hoeveel tijd vertrok het lichaam uit B later dan uit A? 

Van een afgeknotten kegel (recht, cirkelvormig) is de hoogte 
2,6 dM., de straal van het grondvlak 3 dM., die van het 
bovenvlak 1 dM. en het gewicht 27 KG. 

Dit lichaam wordt met het kleinste der beide platte 
vlakken geplaatst op een vlak met een hellingshoek van 
45°, en door een in het zwaartepunt aangrijpende, hori- 
zontaal werkende kracht, juist voor kanteling en gliĳjding 
behoed. 
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Gevraagd: hoe groot deze kracht is en hoe groot de 
wrij vingscoëfficient. 

Een horizontaalvlak beweegt zich eenparig versneld 
verticaal naar boven met eene versnelling —= g. 

Een op dit vlak geplaatst voorwerp oefent tijdens deze 
beweging een druk == P. KG. op het vlak uit. 

Welken druk ondervindt het vlak van het voorwerp 
indien het zich eenparig versneld verticaal naar beneden 
beweegt met eene versnelling — b 

De versnelling der zwaartekracht — g. 


Natuurkunde. 


1. In een koperen calorimeter van 50 gram bevindt zich 
795,5 gram water; de temperatuur van den calorimeter, 
zoowel als die van het water is 30° C. Men doet in den 
calorimeter 1208,84 gram ijs van onbekende temperatuur, 
en 8 gram stoom van 212° F. 

Nadat de temperatuur in den calorimeter geen verandering 
meer ondergaat — warmtewisseling met de omgeving wordt 
buiten gesloten — blijkt het ijs 12,5 gram in gewicht te 
zijn toegenomen. 

Als de soortelijke warmte van ijs 0,5, die van koper 
0,09, de smeltingswarmte van ijs 80 gram-calorien is en 
de beteekenis der formule 606,5 + 0,505 t= W bekend 
wordt ondersteld, vraagt men uit het bovenstaande de on- 
bekende temperatuur. 


Verder drie opstellen naar keuze uit drie stellen van 
twee opgaven. 


Examen Waterstaat 1908. 


Theoretische Mechanica. 


1. Een stoffelijk punt wordt onder een hoek « met den 
horizon en met een snelheid ec weggeworpen. 

Behalve het gewicht werkt op het punt een weerstand 
van de lucht, die evenredig is met de snolheid. 

Bewijs, dat de baan een verticale asymptoot heeft? 

2. Een cirkelvormige holle buis, straal 7, diameter holte 
oneindig klein, wentelt eenparig met de hoeksnelheid a om 
een raaklijn van de buis als as. 

Een stoffelijk punt bevindt zich op zeker oogenblik in 
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het punt der buis, diametraal over het raakpunt van as 
en buis, en heeft daar een relatieve snelheid t/o van de 
Duis == 27 0. 

Bepaal de relatieve beweging van het punt t/o van de 
buis. Op het punt werkt geen kracht van buiten, ook niet 
zijn gewicht. 

3. Een lichaam kan vrij wentelen om een horizontale as. 

Op elk massadeeltje van ’t lichaam werkt behalve zijn 
gewicht nog een kracht, gericht naar een vast centrum, 
en evenredig zoowel met de massa van dat deeltje als met 
zijn afstand tot dit. centrum. 

Dit centrum ligt in de loodlijn uit het zwaartepunt van 
't lichaam in zijn evenwichtsstand op de as neergelaten en 
met het zwp. aan denzelfden kant van de as. Afstand zwp. 
tot de as — a, die om ’t centrum tot de as — Ò, 

Als dit lichaam met een hoeksnelheid w door zijn even- 
wichtsstand gaat, wordt gevraagd, hoe het van de grootte 
van w zal afhangen, of het lichaam volle wentelingen dan 
wel slingeringen zal volbrengen. | 

Verder de beweging volledig te bepalen, als ’t lichaam 
nòch volle wentelingen, nòch slingeringen volbrengt. 


Toegepaste Mechanica. 


1. Een houten balk, breed 0.24 M., hoog 0.24 M., en 
lang 8.00 M., is in de einden en in het midden ondersteund. 
De steunpunten worden gevormd door het midden van 3 
drijvende rechthoekige bakken, elk eene horizontale door- 
snede van 15 M?2. inhoud hebbende. In ontlasten toestand 
liggen de steunpunten even hoog. Hoe groot zal de druk 
op elk der bakken zijn, wanneer de balk met 2400 K.G. 
gelijkmatig wordt belast en hoeveel bedraagt de maximum- 
spanning in den balk? (Elasticiteitsmodulus van hout is 
120.000 K.G. per c.M2.). 


2. Een cirkelvormige ring van constante cirkelvormige 
doorsnede wordt een maal door 2 gelijke tegengestelde 
krachten P aangrijpende in de uiteinden eener middellijn, 
een andermaal door 4 krachten P, twee aan twee tegen- 
gesteld en aangrijpende in de uiteinden van 2 onderling lood- 
rechte middellijnen, belast. Hoe verhouden zich de grootste 
spanningen in beide gevallen, zoo de straal van den ring 
10-maal zoo groot is als die van de doorsnede en de 
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invloeden van normale en afschuivende krachten bij de 
vormverandering mogen verwaarloosd worden ? 


8. Een vakwerkligger van 32 M. spanwijdte en in de 
uiteinden opgelegd, heeft een rechten onderrand en een 
veelhoekigen bovenrand en is door verticalen in velden van 
4 M. wijdte verdeeld. Van het veld, dat op respectievelijk 
8 M. en 20 M. van het linker- en het rechteruiteinde ver- 
wijderd is, is de linkerverticaal 8 M., de rechter 4 M. 
lang, terwijl in dat veld eene naar rechts vallende diagonaal 
aanwezig is. Bepaal de grootste en de kleinste spankracht 
in deze diagonaal, wanneer de ligger met eene gelijkmatig 
verdeelde permanente belasting van 1 ton en eene mobiele 
belasting van 2 ton per strekkende Meter in de knoop- 
punten van den onderrand indirect (door tusschenkomst 
van dwars- en langsliggers) wordt belast. 
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